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Условные обозначения:

  – определения, свойства, правила

– проблема, которая будет решена 
   при овладении новыми знаниями

– проанализируй и ответь на вопрос

– вопросы для закрепления

– задания для самостоятельного 
   изучения
– конец доказательства теоремы 
   или свойства

– дополнительные материалы

– обязательные упражнения 
   для всех учащихся

– упражнения средней сложности

– упражнения повышенной сложности

– упражнения для повторения

A

B

П

C

Д
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ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

ТРИГОНОМЕТРИЯ

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ

I

II

III



5

ПРЕДИСЛОВИЕ
Данный учебник предназначен для изу-

чения математики учащимися 10 классов. В 
учебнике изложены темы: «Последователь-
ности», «Тригонометрия», «Элементы теории 
вероятностей». 

Каждый параграф учебника, а их – 21, 
включает теоретическую часть, которая со-
провождается подробными решениями при-
меров на использование теоретического ма-
териала. По ходу изложения теоретического 
материала предлагаются задания для самос-
тоятельного обоснования (доказательства) 
некоторых утверждений и вопросы для са-
моконтроля, требующие вдумчивой самос-
тоятельной работы над усвоением теории. 

К каждому параграфу учебника предложе-
ны упражнения трех уровней сложности для 
закрепления изученного материала, которые 
обозначены с помощью букв A  , B  , C  . 
К первому уровню (А) относятся упражне-
ния, выполнение которых обязательно для 
каждого учащегося. Ко второму уровню (В) 
относятся упражнения средней сложности. 
Упражнения третьего уровня сложности (С), 
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в том числе отмеченные звездочкой (*), реко-
мендуются тем учащимся, которые интере-
суются математикой и умеют творчески при-
менять полученные теоретические знания. 

В учебник включены практико-ориентиро-
ванные задания, упражнения на использова-
ние электронных ресурсов. 

В конце каждой главы даны тестовые за-
дания. Соответственно содержанию курса 
учебник дополнен глоссарием.

В конце каждого параграфа имеются 
упражнения для повторения. Они предназ-
начены для того, чтобы учащиеся при их 
выполнении могли вспомнить пройденный 
материал с целью его использования при 
изучении следующего параграфа.

Для проверки правильности выполнения 
упражнений в конце учебника имеются отве-
ты.

Изучение математики потребует от уча-
щихся упорства и трудолюбия, усидчивости 
и внимания, терпения и настойчивости. Толь-
ко при таких качествах можно достигнуть 
успехов в учебе.

(Авторы)
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Упражнения для повторения курса 
алгебры 9 класса

Неравенства и их системы

1. Решите неравенство:

1) ( 8)( 3) 0;x x  

2) (7 )(2 ) 0;x x  

3) (9 ) 0;x x 

4) ( 6) 0;x x  

5) 
4

0;
5
x

x





6) 
6

0;
6

x
x






7) 
4,5

0;
(4,5 )
x

x x





8) 
( 1)

0;
2

x x
x




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9) 2( 3)( 3) 5 4;x x x x      

10) 2 5 4 2;x x  

11) 2 3 4 6 ;x x x  

12) 29 6 1 0.x x  

2. Найдите наименьшее целое число, при 
котором верно неравенство:

1) 2( 1) ( 4) 4;x x  

2) 2( 2)( 3) 0;x x  

3) 2 5 5;x x x   

4) 22 2 5.x x x   

3. Найдите наибольшее целое число, при 
котором верно неравенство:

1) 2( 2) ( 7) 0;x x  

2) 2( 4)( 5) 0;x x  

3) 2( 14 13)( 10) 0;x x x   

4) 2( 7 6 1)( 5) 0x x x     .
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4. При каких значениях х  имеет смысл 
выражение:

1) 2 3 10;x x x  

2) 22 4 12;x x x  

3) 2 1
3 5 8 ;

2
x x

x
  



4) 2 1
5 4 1 ;

8
x x

x
  



5) 2
2

1
4 5 ;

1
x x

x
  



6) 2
2

1
4 32 ;

9
x x

x
   



7) 22 6 9 2;x x x   

8) 22 4 10 3 ?x x x    
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5. Решите систему неравенств:

1) 

7
0,

1
9,3

0;
3

x
x
x
x

  
  
 

     4) 
2

2

2 0,

3 18 0;

x x

x x

   


  

2) 

4
0,

25
22

0;
4

x
x

x
x

  
  
 

    5) 
2

2

4 0,

2 15 0;

x

x x

  


  

3) 
2

2

25 0,

2 8 0;

x

x x

  


  
    6) 

2

2

2 0,

3 10 0.

x x

x x

   


  

6. Решите неравенство:

1) ( 10)( 5)( 6) 0;x x x   

2) ( 2)( 7)( 11) 0;x x x   

3) 
5

0;
6

x
x




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4) 
7

0;
2

x
x





5) 2;
7

x
x




6) 1;
6

x
x
 


 

7) 2( 1)( 2) ( 3) 0;x x x   

8) 2( 3) ( 2)( 1) 0x x x    .

7. С помощью графика квадратичной 
функции и методом интервалов решите 
неравенство: 

1) 2 2 5 0;x x  

2) 2 2 15 0.x x   

8. Решите неравенство:

1) 26 13 5 0;x x  

2) 24 33 27 0.x x  
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9. Найдите наименьшее натуральное чис-
ло, которое удовлетворяет неравенству: 

1) 
1

0;
5

x
x





     2) 
10

0.
2
x

x





10. Найдите наибольшее натуральное чис-
ло, которое удовлетворяет неравенству: 

1) 2(2 )( 8) 0;x x     2) 2( 3) ( 9) 0.x x  

11. Найдите наименьшее целое число, 
удовлетворяющее неравенству:

1) 
2 81

0;
x

x


     2) 
27

0.
7

x x
x





 

12. Найдите наибольшее целое число, 
удовлетворяющее неравенству: 

1) 2( 5)( 6) 0;x x  

2) 2( 6) (5 ) 0.x x    
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13. Решите систему неравенств:

1) 
2 4 0,

12 0;
x x
x
  


 
   2) 

26 0,
4 0.
x x

x
  

  

14. 1) Найдите наименьшее и наибольшее 
натуральные числа, которые удовлет-
воряют системе неравенств 

2

2

6 16 0,

12 27 0.

x x

x x

   


  

2) Вычислите значение суммы наимень-
шего и наибольшего целых чисел, удов-
летворяющих системе неравенств  

2

2

8 7 0,

15 36 0.

x x

x x

   


  

15. Решите систему неравенств:

1) 
5,

6 0;

x
x

 


 
   2) 

2

3,

9 0;

x

x

 

  
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3) 
2

2 3,

12 0.

x

x x

  


  

16. 1) Вычислите значение суммы целых 
чисел, удовлетворяющих системе нера-

венств 
2

2 3 1,

0.

x

x x

  


 

2) Найдите множество всех целых чи-
сел, удовлетворяющих системе нера-

венств 
2

2 5 3,

5 24 0.

x

x x

  


  

17. Укажите три пары чисел, являющихся 
решением уравнения:

1) 3 4 10;x y     2) 5 0,2 1.x y 

18. Среди пар чисел (0; 0,4), (0,4; 0), 
(0; –0,4), (–0,4; 0), (4; 6), (–4; –6), (0; 0) най-
дите решение уравнения 8 5 2 0x y   . 
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19. Решите систему уравнений:

1) 
2 2

2

5 1,

7 3 1;

y x

y xy

  


 
     3) 

2 2

2 2

12,

3 2 0;

y x

y xy x

  


  

2) 
2

2

4 5,

3 4;

x xy

x xy

  


 
     4) 

2

2 2

3 2,

4 3.

y xy

y xy x

  


  

20. Способом введения новой переменной 
решите систему уравнений:

1) 
   
   

2

2

4 45,

2 3;

u u

u u

 

 

    


   
 

2) 
   
   

2

2

5 4,

5 2;

u u

u u

 

 

     


   

3) 
2 2

1,

2 2 11;

u u

u u

 

 

  


   
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4) 
2 2

5,

7.

u u

u u

 

 

  


  

21. Решите графическим способом систе-
му уравнений: 

1) 
 

2

22

2 ,

3 1;

y x x

x y

  


  
  

2) 
 

2

2 2

0,

2 1;

y x x

x y

   


  
  

3)    2 22 1 4,

3;

x y
x y

    


 
 

4) 
   2 2

5 3 9,

8.

x y
x y

    


  
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Глава I

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

§ 1. Числовая последовательность, 
ее виды, способы задания 

и свойства

Вы познакомитесь с понятием числовая 
последовательность; научитесь нахо-
дить n -й член последовательности, на -

пример: 
1

;
2 3

 
1

;
3 4

 
1

;
4 5

 
1

;
5 6

 ...

Рассмотрим записи, состоящие из 
действительных чисел, записанных в 
указанном порядке:

1) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, … — это числовая 
последовательность, состоящая из 
натуральных чисел;

2) 1, 3, 5, 7, 9, …, 99 — это числовая 
последовательность, состоящая из 
нечетных натуральных чисел до 100; 
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3) –10, –12, –14, …, –98 — это числовая 
последовательность, состоящая из четных 
двузначных отрицательных чисел;

4) 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19  — 

это числовая последовательность, сос-
тоящая из арифметических квадратных 
корней из простых чисел, меньших 20.

1. В записи: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, … — 
каждому натуральному числу соответст-
вует число следующим образом: 

1 1; 2 2; 3 3; 4 4; 5 5; 6 6;       

7 7; 8 8; 9 9; ...  

2. В записи: 1, 3, 5, 7, 9, … 99 — каждо-
му натуральному числу от 1 до 50 соот-
ветствует некоторое нечетное натураль-
ное число следующим образом:

1 1; 2 3; 3 5; 4 7; 5 9; ...;      

50 99;
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3. В записи: –10, –12, –14, … –98 — каж-
дому натуральному числу от 1 до 45 соот-
ветствует некоторое отрицательное чис-
ло следующим образом: 

1 10; 2 12; 3 14; ...; 45 98;       

4. В записи: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 

17, 19  — каждому натуральному числу 
от 1 до 8 соответствует некоторое ирра-
циональное число следующим образом:

1 2; 2 3; 3 5; 4 7;   

5 11; 6 13; 7 17; 8 19.   

Отсюда следует, что числовая последо-
вательность является функцией натураль-
ного аргумента.
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Если числовая последовательность 
(функция) задана на множестве первых 
n  натуральных чисел, то она называет-
ся конечной числовой последова-
тельностью, если на множестве всех 
натуральных чисел, то — бесконечной 
числовой последовательностью.

Пример: 1. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, … — бес-
конечная числовая последовательность; 
1, 3, 5, 7, 9, … , 99 — конечная числовая 
последовательность.

Числа, образующие последователь-
ность, называются членами последо-
вательности.

В общем виде члены последователь-
ности обозначаются буквами с индекса-
ми, указывающими порядковые номера 
ее членов: a 1, a 2, a 3, …, a n , …

В числовой последовательности: a 1, a 2, 
a 3, …, a n, … 
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a 1 — первый член последовательности;
a 2 — второй член последовательности;
a 3 — третий член последовательности;
… … … … … … … … … … … .
a n — n -й член последовательности;
… … … … … … … … … … … .
В последовательности,

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 : 

1 42, 7,a a   7 817, 19.a a 

Последовательность кратко (символи-
чески) записывают (а n).

Последовательность (а n) называется 
возрастающей, если каждый ее член 
а n больше предыдущего а n  – 1, и убы-
вающей, если каждый ее член а n мень-
ше предыдущего а n – 1, постоянной 
(стационарной), если каждый ее член а n 
равен предыдущему а n – 1.
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Объясните!

Почему числовая последовательность:
1, 3, 5, 7, 9, …, 99 — возрастающая,
–10, –12, –14, …, –98 — убывающая,
1 1 1 1 1

, , , ,
7 7 7 7 7

 — постоянная (стацио-

нарная)?

Последовательность (а n) называет-
ся неубывающей, если каждый ее член 
а n больше или равен предыдущему 
a n – 1, и невозрастающей — если каж-
дый ее член а n меньше или равен пре-
дыдущему a n – 1.

Объясните!

Почему числовая последовательность:
1, 3, 3, 7, 9, 10, 10, 10 — неубывающая,
10, 10, 9, 9, 8, 7 — невозрастающая?
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Возрастающие, убывающие, невоз-
растающие и неубывающие последо-
вательности называются монотонны-
ми последовательностями.

Найдите монотонные последователь-
ности:

1) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, …
2) 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, …
3) 1, 3, 4, 2, 7, 8, 5, 6, 9, …
4) 1, 3, 2, 4, 5, 7, 6, 8, 9, …
5) 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 6, 6, 7, 8, 9, …
6) 9, 9, 8, 8, 7, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, …

Если существует такое число, что 
каждый член последовательности (а n ) 
больше него, то последовательность 
(а n ) называется ограниченной снизу. 

Если существует такое число, что 
каждый член последовательности (а n ) 
меньше него, то последовательность 
(а n ) называется ограниченной сверху.
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Если выполняются оба условия, то 
последовательность (а n ) называется 
ограниченной.

Пример: 2. 1) –1; –2; –3; … ; –n ; … ; 
2) 1; 2; 3; … ; n ; … ;
3) 100; 200; 300; … ; 1000;
4) –1; 2; –3; … ; (–1) n n ; … 

1) последовательность ограничена 
сверху, поскольку каждый член этой пос-
ледовательности меньше нуля;

2) последовательность ограничена сни-
зу, поскольку каждый член этой последо-
вательности больше нуля;

3) последовательность ограничена как 
снизу, так и сверху, т. е. является ограни-
ченной;

4) последовательность не ограничена 
ни сверху, ни снизу.

Числовую последовательность можно 
задать различными способами.
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А. Словесный способ задания число-
вой последовательности 

С помощью этого способа закономер-
ность расположения членов последова-
тельности описывается словами.

Например, последовательность квад-
ратов чисел натурального ряда. По этому 
описанию можно записать числовую пос-
ледовательность: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, …

Б. Аналитический способ задания 
числовой последовательности

Числовая последовательность задана 
аналитическим способом, если она задана 
с помощью формулы n -го члена (говорят 
также общего члена).

Формула n -го члена (общего чле-
на) — это формула, по которой можно 
найти любой член числовой последова-
тельности, зная его номер.
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Пример: 3. Зададим числовую последо-
вательность с помощью формулы n -го 
члена (общего члена): 2n

na  .

По данной формуле можно найти любой 
член последовательности: 

— чтобы найти первый ее член, надо 
вместо n  подставить число 1. Получим 

1
1 2 2a   ; 
— чтобы найти второй ее член, надо 

вместо n  подставить число 2. Получим  
2

2 2 4a   .

Аналогично находим члены последова-
тельности: 3

3 2 8a   ; 4
4 2 16a   ; 

5
5 2 32a   ; 6

6 2 64a    и т. д. и записы-
ваем числовую последовательность: 2; 4; 
8; 16; 32; 64; … .

В. Рекуррентный способ задания чис-
ловой последовательности заключается 
в том, что любой член числовой последо-
вательности, начиная с некоторого члена, 
выражается через предшествующие чле-
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ны. При этом задается один или несколь-
ко первых членов последовательности и 
формула для нахождения членов число-
вой последовательности по известным 
предшествующим членам..

Пример: 4. Заданы первые два члена 
числовой последовательности: 1 15a   ;  

2 5a   и формула 2 1n n na a a   . По ним 
можно записать числовую последова-
тельность: –15; 5; –10; –5; –15; –20; –35; … .

Действительно, 3 1 2a a a  , т. е. 
–15 + 5 = –10; 

4 2 3a a a  , т. е. 5 + (–10) = –5; 

5 3 4a a a  , т. е. –10 + (–5) = –15;

6 4 5a a a  , т. е. –5 + (–15) = –20;

7 5 6a a a  , т. е. –15 + (–20) = –35.

Г. Графический способ задания чис-
ловой последовательности. 
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Числовую последовательность можно 
задать и графическим способом.

График числовой последовательности 
состоит из изолированных точек, абсцис-
сы которых — натуральные числа, орди-
наты — члены последовательности, соот-
ветствующие своим номерам.

Объясните!

Как изобразили график числовой пос-
ледовательности: –15; 5; –10; –5; –15 
(рис. 1)?

5

-5

-10

-15

a n

421О n53

Рис. 1
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1. Почему график числовой последова-
тельности состоит из изолированных 
точек?

2. Почему последовательности 1; 1 1 1
; ; ;

2 3 4
 

1
...;

n
 и 1; 1,7; 1,73; 1,7320; 1,73205, 

… ( 3 1,732050807...)  являются ограничен-

ными?

A

1.1. Выпишите первые пять членов возрас-
тающей числовой последовательности, 
состоящей из натуральных чисел, кото-
рые: 
1) при делении на 4 дают остаток 2; 
2) при делении на 7 дают остаток 1; 
3) при делении на 5 дают остаток 3; 
4) при делении на 9 дают остаток 8. 
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1.2. Найдите первые пять членов число-
вой последовательности (а n), если она 
задана с помощью формулы n -го чле-
на: 

1) 
1

n
na

n



;   3) 

2 1
2

n
na
n





; 

2) 
2

3 1
n

na
n




;   4) 
3

2 1 1
n

na
n


 

.

1.3. (а n ) — последовательность квадратов 
натуральных чисел, взятых в порядке 
возрастания. Выпишите члены после-
довательности  a 5 , a 9 , a 12 .

1.4. Найдите формулу n -го (общего) члена 
последовательности (а n ), если извест-
ны следующие ее первые члены:

1) 2; 4; 6; 8; 10; 12; 14; 
2) 9; 11; 13; 15; 17; 19; 

3) 
1 1 1 1 1

; ; ; ; ;
2 4 6 8 10
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4) 1; 
1 1 1 1 1

; ; ; ; ;
3 5 7 9 11

5) 1; 2; 4; 8; 16; 32.

1.5. Напишите первые пять членов чис-
ловой последовательности, заданной 
формулой:

1) ( 1)nna   ;    5) 2
na n n  ;

2) 2 3na n  ;   6) 2 2na n n  ;

3) 5 2na n  ;  7) 2 2 1na n n   ;

4) 2 1na n  ;   8) 2( 1) n
na n  .

1.6. Числовая последовательность задана 
формулой 2( 1) 3n

na n n   . Запишите  

6a , 9a , 14a . 
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1.7. Какие из следующих последователь-
ностей являются: 
а) возрастающими;
б) убывающими; 
в) ни возрастающими и ни убывающими:

1) –1; –5; –9; –13; –17; 

2) 
2 2 2 2 2

; ; ; ; ;
3 5 7 9 11

3) –1; 
1 1 1 1

; ; ; ;
8 27 64 125

   

4) –1; 
1 1 1 1 1

; ; ; ; ;
8 27 64 125 216

  

5) 3; 5; 7; 3; 11;

6) 
6 7 8 9 10 11

; ; ; ; ; ?
13 14 15 16 17 18
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B

1.8. Имеется ли в последовательности, за-
данной формулой n -го члена:

1) 37 2na n   член, равный 17; 

2) 49 3na n   член, равный –7;

3) 23 2na n n   член, равный –104; 

4) 
4 3

1n
n

a
n





 член, равный 13?

1.9. Какие формулы n -го члена задают: 
а) возрастающие; б) убывающие число-
вые последовательности:

1) 3 7na n  ;   4) 
1

1na
n

  ;  

2) 2 8na n  ;   5) 
1

1
1na

n
 


;

3) 3 4na n  ;        6) 
2

1
2 1na
n

 


?
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1.10. Напишите первые пять членов чис-
ловой последовательности, заданной 
формулой:

1) ( 1) 2;n
na   

2) ( 1) 2 2;n
na    

3) 
1 ( 1)

;
2

n

na  


4) 2 ( 1) ;n
na n n  

5) 2 1;n
na    

6) 2( 1) 3 ;n
na n n  

7) 2 12 ( 2) ;n
na n n      

8) 2 1( 1) ( 1) ;n n
na n      

9) 
( 1)

2

n

n
na

n
 

 .
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1.11. Исследуйте на монотонность после-
довательность ( )na , заданную форму-
лой:

1) 3 ;n
na       3) 

3 1
;

2n
na

n





2) 15 ;n
na      4) 

5 3
1n

na
n





.

1.12. Запишите шесть первых членов чис-
ловой последовательности, заданной 
рекуррентно:

1) 1 13, 4;n na a a    

2) 1 14, 3 1;n na a a  

3) 1 15, 2 4;n na a a  

4) 1 188, 0,5n na a a   .



36

1.13. Докажите, что последовательность 
2 ( 1)

2 1

n

n
na

n
 




 является монотонной.

1.14. Выпишите первые шесть членов чис-
ловой последовательности, заданной 
рекуррентно:

1) 1 2 2 11, 3, 2 ;n n nc c c c c    

2) 1 2 2 12, 3, 3 2 ;n n nc c c c c      

3) 1 2 2 12, 1, 2 ;n n nc c c c c     

4) 1 2 2 14, 7, 2n n nc c c c c     .

1.15. Докажите, что является убывающей 
числовая последовательность (a n ), за-
данная формулой:

1) 302 53 ;na n   

2) 25 3 2;na n n   



37

3) 29 10 25;na n n   

4) 
5

;
2n

na
n





5) 2 5
1n

na
n





;

6) 
4 15

1n
na
n





.

1.16. Докажите, что является возрастаю-
щей числовая последовательность (a n ), 
заданная формулой:

1) 30 2;na n      4) 
1

;
2n

na
n





2) 2 2 2;na n n     5) 
2 1

;
1n

na
n





3) 29 4 5;na n n      6) 
4 3

3n
na

n





.
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1.17. Найдите наименьший член числовой 
последовательности, заданной форму-
лой n -го члена: 

1) 2 12 ;na n n   

2) 2 13 2;na n n    

3) 22 5 3na n n   .

C

1.18. Найдите, если возможно, наимень-
ший и наибольший член числовой пос-
ледовательности: 

1) 
1

3 ;
2

n
nc        3) 2 7;nc n  

2) 
1

5;
2

n

nc     
 

   4) 2 7nc n n  . 
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1.19. Найдите формулу общего (n -го) чле-
на числовой последовательности, если 
известны следующие первые ее члены: 

1) 0; 7; 26; 63; 124; 215; 
2) 8; 26; 80; 242; 729; 
3) 1; 7; 31; 127; 511; 

4) 
1 1 1 1

; ; ; .
2 1 3 1 4 1 5 1   

1.20. Выпишите первые пять членов чис-
ловой последовательности, если ее пер-
вый член равен 17, а каждый следующий 
член равен предыдущему, увеличенно-
му на значение суммы его цифр. 
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Подготовьте сообщение 
об ученом-математике

Леонардо Пизанский 
(Фибоначчи) — италь-
янский математик, на-
писал в 1202 г. труд под 
названием «Книга аба-
ка» (Liber Abaci), которая 
стала первой математи-
ческой энциклопедией 
Средневековья, сыграв-
шей существенную роль 
в развитии математики в 

Европе. Он познакомил европейцев с де-
сятичной системой исчисления.

Леонардо 
Пизанский
(1180–1240)
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П

1.21. Решите уравнение:

1) 3 22 9 18 0;x x x   

2) 3 23 2 27 18 0;x x x   

3) 4 23 18 0;x x  

4) 4 26 27 0.x x  

1.22. Решите систему уравнений:

1) 
4 2 45,

2 0;
x y
y x
  


 
     3) 

2 2 3 1,
2 0;

x y xy
x y
    


 

2) 
2 23 2 11,
2 3;

x y
x y
  


 
     4) 

2 5,
2 4.

x y xy
x y
    


 
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1.23. Постройте схематически графики 
уравнений системы и найдите число ре-
шений системы:

1) 
2 2

2

25,

3;

x y

y x

  


 
  3) 

2 2 25,

0;

x y
y x

  


 

2) 
2 2

2

36,

2 6;

x y

y x

  


 
  4) 

2 2 2,

2 0.

x y
y x

  


  

1.24. Упростите выражение:

1) 3 4 2 53 ;a c a c   

2) 5 4 6 512 : (3 );a c a c

3) 7 8 3 46 : (8 );a c a c 

4) 5 4 6 2 43
12 : (3 ) .

8
a c a c ac 

1.25. Из населенного пункта А  в пункт 
В , длина пути по проселочной дороге 
между которыми 18 км, вышли одно -
временно два туриста. Один из них при-



43

был в пункт В на 54 мин раньше, чем 
другой. Найдите скорость каждого ту-
риста, если известно, что скорость од-
ного из них на 1 км/ч больше, чем ско-
рость другого.

Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

1.26. Запишите пять первых членов пос-
ледовательности, у которой каждый 
следующий член равен предыдущему 
члену, сложенному с числом 5, если:
1) первый член равен (–13); 
2) первый член равен 11.

1.27. Числовая последовательность ( )na  
задана формулой:

1) 5 2;na n     3) 7 5;na n 

2) 302 53 ;na n    4) 45 11na n  . 

Найдите значение разности 7 6a a .
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§ 2. Арифметическая 
прогрессия. Формула n -го члена 

арифметической прогрессии

Вы познакомитесь с понятием арифме-
тическая прогрессия, характеристи-
ческим свойством и с формулой n-го 

члена арифметической прогрессии; научитесь 
распознавать арифметическую прогрессию 
среди числовых последовательностей, нахо-
дить n-й член арифметической прогрессии; 
решать задачи, связанные с арифметической 
прогрессией.

В практической деятельности человека 
можно увидеть, что при сложении боль-
шого числа бревен, труб, рулонов обоев, 
бумаги, ткани, линолеума в каждом верх-
нем ряду их кладут на одно число меньше, 
чем в нижнем ряду.

В этих случаях число предметов, нахо-
дящихся в каждом нижнем ряду, на один 
предмет больше, чем в верхнем ряду. 
Если записать число предметов в каждом 
ряду, то получим числовую последова-
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тельность, каждый член которой начиная 
со второго обладает свойством — он ра-
вен значению суммы предыдущего числа 
и, в данных случаях, единицы, т. е. одно-
го и того же числа. Такие последователь-
ности в математике имеют особые назва-
ния — арифметические прогрессии.

Числовая последовательность, каж-
дый член которой, начиная со второ-
го, равен предыдущему, сложенному с 
постоянным для этой последователь-
ности числом d , называется арифме-
тической прогрессией. Число d  назы-
вается разностью арифметической 
прогрессии. 

Объясните!

Почему являются арифметическими 
прогрессиями числовые последова-
тельности: 1) –8; –2; 4; 10; 16; 22; … . 
2) 5; 4; 3; 2; 1; 0?
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Арифметическая прогрессия может 
быть конечной или бесконечной. 

Если числовая последовательность ( )na  
является арифметической прогрессией, 
то это символически записывают: 

1 2 3, , , ...a a a  .

По определению арифметической про-
грессии: 1 ,n na a d    где d  — некоторое 
постоянное для числовой последователь-
ности ( )na  число.

Пример: 1. Составим бесконечную 
арифметическую прогрессию, в которой 

1 20,a    5d  . Для этого воспользуемся 

формулой: 1 ,n na a d    в которую вместо 

буквы n  подставляем по порядку числа 1; 
2; 3; 4; 5 и т. д., а вместо буквы d  число 5.

Получим 1 1 1 5a a    или 2 20 5,a     

т. е. 2 15;a  
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2 1 2 5a a    или 3 15 5,a     т. е. 

3 10;a  

3 1 3 5a a    или 4 10 5,a     т. е. 4 5;a  

4 1 4 5a a    или 5 5 5,a     т. е. 5 0;a 

……………………………………… 
и арифметическую прогрессию –20; 

–15; –10; –5; 0… .

Объясните, как по заданной арифмети-
ческой прогрессии найти ее разность. 

Запишите формулу для нахождения разности 
арифметической прогрессии. 
Можно ли, используя эту формулу, установить, 
является ли числовая последовательность 
арифметической прогрессией?
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Характеристическое свойство 
арифметической прогрессии

Теорема. Числовая последователь-
ность будет арифметической прогрес-
сией тогда и только тогда, когда каждый 
ее член, кроме первого и последнего 
(если она конечная), является средним 
арифметическим соседних с ним чле-
нов:

1 1 .
2

n n
n

a a
a  



Доказательство. Рассмотрим арифме-
тическую прогрессию: 1 2 3, , , ...a a a  .

По формуле 1n na a d    найдем 

1n na a d    и 1n na a d   . 

Тогда 1 1 2n n na a a   . Следовательно, 

1 1 .
2

n n
n

a a
a  


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И, наоборот, если 1 1

2
n n

n

a a
a  

  (1), то 

числовая последовательность ( )na  — 
арифметическая прогрессия.

Действительно, из формулы (1) получим  

1 1 2n n na a a   , или 1 1n n n na a a a    . 

Это равенство означает, что значение 
разности каждого ее члена и предыдуще-
го есть число постоянное для данной пос-
ледовательности. Обозначим его буквой 
d : 1 .n na a d    Поэтому числовая после-

довательность ( )na  — арифметическая 

прогрессия. 

Свойство членов арифметической 
прогрессии, выраженное формулой  

1 1

2
n n

n

a a
a  

 , является признаком 

арифметической прогрессии.
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Формула n -го члена арифметической 
прогрессии 

Запишем несколько первых членов 
арифметической прогрессии, используя 
определение арифметической прогрес-
сии. Получим:

2 1 ,a a d 

3 2 1 1( ) 2 ,a a d a d d a d      

4 3 1 1( 2 ) 3 ,a a d a d d a d      

5 4 1 1( 3 ) 4 ,a a d a d d a d      

………………………………………

Сравнивая полученные результаты ви-
дим, что каждый член арифметической 
прогрессии можно представить в виде 
суммы ее первого члена и разности, ум-
ноженной на некоторый коэффициент, 
который на 1 меньше номера члена ариф-
метической прогрессии.

Значит, 1 ( 1)na a n d    .
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Формула 1 ( 1)na a n d     называет-
ся формулой n -го члена арифмети-
ческой прогрессии.

Пример: 2. Найдем 27-й член арифме-
тической прогрессии 216; 200; 184; 168; 
152; ... .

В этой прогрессии 1 216a  , 200d   
216 16.  

По формуле n -го члена арифметичес-
кой прогрессии 1 ( 1)na a n d     получим  

27 216 (27 1) ( 16) 216 416 200.a           
Ответ: –200.

Пример: 3. Найдем номер члена 887 
арифметической прогрессии: 7; 15; 23; 31; 
39; ...

Решение. По условию 1 7,a   2 15.a   

Тогда 2 1 15 7 8.d a a      Теперь в фор-

мулу n -го члена арифметической про -
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грессии 1 ( 1)na a n d     подставим вмес-

то а 1 число 7, вместо d  число 8, вместо а n 
число 887. Получим уравнение 
887 7 ( 1) 8.n     Решив его, найдем но-

мер n -го члена 887:
887 7 ( 1) 8,n   

1 110,n  
111.n 

Ответ: 111.

Пример: 4. Выясним, является ли чис-
ло –505,8 членом арифметической про -
грессии 236,7; 154,2; … , если является, 
то укажем его номер.

Решение. В данной прогрессии  

1 236,7a  , 2 154,2a  . Вычислим разность 
этой арифметической прогрессии. Полу-
чим 2 1 154,2 236,7 82,5.d a a     

Используя формулу n -го члена ариф-
метической прогрессии 1 ( 1)na a n d    , 
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получим 236 ( 1)( 82,5)na n    . Требуется 

узнать, может ли 505,8na   , и найти n .

Число –505,8 будет являться членом 
арифметической прогрессии, если су-
ществует такое натуральное число n , 
при котором значение выражения
236,7 ( 1)( 82,5)n    равно –505,8.

Решим уравнение: 
236,7 ( 1) ( 82,5) 505,8n      .

236,7 82,5 85,5 505,8;n   
319,2 82,5 505,8;n  

82,5 825;n  
10.n 

Значит, число –505,8 является деся-
тым членом арифметической прогрессии 
236,7; 154,2; … .

Ответ: 10.n 
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Пример: 5. Найдем формулу n -го чле-
на арифметической прогрессии 75; 64; 53; 
42; 31; 20; ... . 

Решение. Для этого в формулу n -го 
члена арифметической прогрессии 

1 ( 1)na a n d     подставим вместо а 1 чис-

ло 75, вместо d  число –11, так как 

2 1 64 75 11.d a a       Получим ра-

венство:

75 ( 1) ( 11)na n      

75 11 11na n    

86 11na n   — формула n -го члена 

арифметической прогрессии 75; 64; 53; 
42; 31; 20; ... ..

Ответ: 86 11na n  .

Пример: 6. Найдем число членов ариф-
метической прогрессии, если ее шестой 
член равен 31, десятый — 55, а послед-
ний — 73.



55

Решение. По условию 6 31,a   10 55,a   

73.na   Имеем 
6 1

10 1

5 ,

9 ,

a a d

a a d

 
  

 откуда 

10 6 4 ,a a d   55 31 4d   или 6d  . Тогда  

1 1a  . 

По формуле n -го члена арифметичес-
кой прогрессии 1 ( 1)na a n d     находим  

73 1 ( 1) 6,n     откуда 13n  . 
Ответ: 13 членов.

График арифметической прогрессии
Поскольку арифметическая прогрессия 

является частным случаем числовой пос-
ледовательности, поэтому ее графиком, 
как и графиком числовой последователь-
ности, являются точки, у которых абсцис-
сы — натуральные числа. Выясним, как 
располагаются эти точки.

Для этого рассмотрим формулу n -го 
числа арифметической прогрессии: 
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1 ( 1)na a d n   . В ней независимой пере-
менной является n , поэтому обозначим 
ее через х . Зависимой переменной яв-
ляется a n — обозначим ее через у . Учтем 
также, что a 1 и d  для данной последова-
тельности являются постоянными числа-
ми. 

Преобразуя формулу 1 ( 1)na a d n   , 

получим 1( )na dn a d   . Введем еще 

обозначения: d k , 1a d b   . Тогда фор-

мула n -го члена арифметической про -
грессии примет вид: y kx b   . Как из-
вестно, эта формула задает линейную 
функцию. Следовательно, точки, изобра-
жающие на координатной плоскости чле-
ны арифметической прогрессии, лежат на 
одной прямой и имеют натуральные абс-
циссы. 

Значит, арифметическая прогрессия 
является линейной функцией, заданной 
на множестве натуральных чисел.
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Пример: 7. Построим график арифме-
тической прогрессии, в которой 1 7a   ; 

4d  . 
Для построения графика арифметиче-

ской прогрессии строим точки, абсциссы 
которых — номера членов, ординаты — 
соответствующие члены арифметической 
прогрессии: –7; –3; 1; 5; 9; … .

Как видно из графика, все построенные 
точки лежат на прямой (рис. 2).

Д Первоначально прогрессией (лат. 
рrogressio означает «движение впе-

ред») называли любую числовую последо-
вательность, например, последователь-
ность натуральных чисел, их квадратов, 
кубов. В конце Средневековья этот тер-
мин перестал быть общеупотребитель-
ным.

Сведения, связанные с прогрессиями, 
впервые встречаются в дошедших до нас 
документах Древней Греции. Уже в V в. до 
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н. э. греки знали следующие прогрессии: 
1, 2, 3, … n  и 2, 4, 6, … , 2n .

Некоторые формулы, относящиеся к 
прогрессиям, были известны китайским и 
индийским ученым.

y

x421

-3

1

5

9

-7

О 53

Рис. 2
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1. К какому способу задания числовой 
последовательности можно отнести 
арифметическую прогрессию?

2. Приведите примеры конечной и бесконеч-
ной арифметической прогрессии.
3. Что для арифметической прогрессии обоз-
начает формула 1n nd a a  ?
4. По какому признаку можно установить, что 
числовая последовательность является ариф-
метической прогрессией? 

A

2.1. Какие из следующих конечных пос-
ледовательностей являются арифмети-
ческими прогрессиями:

1) 2; 7; 12; 17; 22; 27;
2) –200; –100; –50; –25; –12,5;
3) 4; 20; 100; 500; 2500;
4) –11; –1; 9; 19; 29;
5) 1,35; 1,6; 1,85; 2,1; 2,35;
6) –1,3; 0,13; –0,013; 0,0013;
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7) 
1

;
2

 
1

;
3

 
1

;
6

 0; 
1

;
6



8) 
1

;
2

 
1

;
6

 
1

;
18

 
1

;
54

 
1

162
?

2.2. Выпишите первые шесть членов ариф-
метической прогрессии (с n ), если: 

1) 1 7,a   3;d      3) 1 2,5,a    0,7;d 

2) 1 1,3,a   0,2;d     4) 1

2
,

7
a   

1
3

d  .

2.3. Последовательность (a n ) — арифме-
тическая прогрессия. Найдите:

1) 7a , если 1 3a    и 2d  ;

2) 5a , если 1 2,3a   и 1,2d  ;

3) 11a , если 1 2,1a    и 2,3d   ;

4) 9a , если 1 0,6,a   и 1,02d  . 
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2.4. Найдите а 19 и n -й член арифметичес-
кой прогрессии:

1) 0,5; –1; –2,5 …;
2) 13; 7; 1; … ;
3) –3,3; –1,2; 0,9; …;
4) 2; 14; 26.

2.5. 1) Материальная точка в первую се-
кунду движения прошла 6 см пути, а за 
каждую следующую секунду проходи-
ла на 2 см пути больше, чем за преды-
дущую секунду. Сколько сантиметров 
пути прошла точка за седьмую секунду? 
2) Поезд, отойдя от станции, равномер-
но увеличивал скорость движения на 
40 м/мин. Какой была скорость поезда 
через 20 минут?

2.6. Последовательность (a n ) — арифме-
тическая прогрессия. Найдите: 

1) a 1, если 7 8a    и 3;d 

2) a 1, если 10 7,3a   и 0,2;d  
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3) a 1, если 13 23,4a    и 2,5;d 

4) a 1, если 27 10,6a   и 1,12d   .

2.7. Найдите разность арифметической 
прогрессии (a n ), в которой:

1) 1 3a   и 7 8;a  

2) 3 2,3a    и 7 8;a  

3) 2 1,7a    и 8 7,6;a 

4) 5 21,5a   и 7 6,8a  .

2.8. Является ли арифметической про -
грессией последовательность (a n ), ко-
торая задана формулой:

1) 2 0,3 ;na n        4) 
4

;
5n

na 


2) 4 2 ;na n        5) ( 4);na n n  

3) 
5

;
8n

na 
       6) 2( 5)na n n   ?
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B

2.9. 1) В арифметической прогрессии вто-
рой член равен 3,6, пятый — 9,6. Най-
дите номера членов прогрессии, при-
надлежащих числовому промежутку 
[15; 25].
2) В арифметической прогрессии третий 
член равен 2,4, шестой — 3,9. Найдите 
номера членов прогрессии, принадле-
жащих числовому промежутку [10; 20]. 

2.10. 1) Второй член арифметической про-
грессии равен 3, седьмой — 23. Найди-
те две тысячи одиннадцатый член ариф-
метической прогрессии. 
2) Третий член арифметической про -
грессии равен 4, девятый — 22. Най-
дите две тысячи двадцать первый член 
арифметической прогрессии.

2.11. 1) Является ли число 95 членом ариф-
метической прогрессии 15; 19; 23; …? 
Если да, то укажите номер этого члена. 
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2) Является ли число 2011 членом ариф-
метической прогрессии 33; 42; 51; …? 
Если да, то укажите номер этого члена.
3) Является ли число 2035 членом ариф-
метической прогрессии –13; 19; 51; …? 
Если да, то укажите номер этого члена.

2.12. Найдите первый член и разность 
арифметической прогрессии, если:

1) 10 8c   и 21 63;c 

2) 12 16c   и 21 88;c 

3) 9 1,8c    и 19 23,2;c   

4) 17 3,4c   и 29 18,2.c  

2.13. Найдите число отрицательных чле-
нов арифметической прогрессии:

1) –24,5; –23; …; 
2) –13, 3; –10,1; …; 
3) –22,4; –19,6; … . 
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2.14. Известны два члена арифметичес-
кой прогрессии ( )na  7 1,6a    и 13 4,8a  .
Найдите для этой прогрессии:
1) первый член и разность; 
2) число отрицательных членов; 
3) первый положительный член про -
грессии.

2.15. Известны два члена арифметичес-
кой прогрессии ( )na  5 2,4a    и 

11 6,8a   . Найдите для этой прогрессии: 

1) первый член и разность;
2) число отрицательных членов; 
3) первый положительный член про -
грессии. 

2.16. Известны два члена арифмети -
ческой прогрессии ( )na  6 3,6a   и 

12 7,8a   . Найдите для этой прогрессии:

1) первый член и разность;  
2) число положительных членов; 
3) первый отрицательный член прогрес-
сии.
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2.17. Известны два члена арифметической 
прогрессии ( )na  9 2,2a    и 14 10,8a   . 

Найдите для этой прогрессии: 

1) первый член и разность; 
2) число положительных членов; 
3) первый отрицательный член прогрес-
сии.

2.18. Расположите между числами а и с 
три числа так, чтобы они образовали 
арифметическую прогрессию вместе с 
числами:

1) 4;a   16;c 

2) 2;a    21;c 

3) 1,2;a   4,8c  .

2.19. При каких значениях переменной х 
образуют арифметическую прогрессию 
три числа, записанные в указанном по-
рядке: 

1) 1, , 8 ;x x        2) 3, 1, 13 4x x  ?
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2.20. Задана арифметическая прогрессия 

( )na . Известно, что 8

5
12

a  . Найдите 

значение суммы:

1) 7 9;a a    3) 5 11;a a  

2) 6 10;a a   4) 3 13a a .

2.21. Найдите первый член и разность 
арифметической прогрессии, если из-
вестно, что:

1) 1 5 24a a   и 1 3 60a a  ; 

2) 2 4 16a a   и 1 5 28a a  . 

C

2.22. Задана арифметическая прогрессия 
(a n ), у которой 1 3a    и 7d  . Является 
ли членом этой прогрессии число: 
1) 247; 2) 346; 3) 2067? Если да, то ука-
жите его номер.
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2.23. Укажите номера членов арифмети-
ческой прогрессии, являющихся двуз-
начными числами:

1) 3; 8; …;    3) 156; 135; …;
2) –12; –4; …;   4) 251; 229; … .

2.24. В арифметической прогрессии 

5

3

7
4

c
c

  докажите, что 7 24c c .

2.25. Значение суммы первых трех чле-
нов возрастающей арифметической 
прогрессии с положительными членами 
равно 9, а значение суммы их квадра-
тов равно 99. Найдите пятый член этой 
прогрессии.
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П

2.26. Методом интервалов решите нера-
венство:

1) 
2( 2) ( 3)

0;
3

x x
x

 



     3) 

3

2

( 1) ( 2)
0;

( 3)
x x

x
 




2) 
2( 2) ( 5)

0;
2

x x
x

 



     4) 

3

2

( 4) ( 6)
0

( 1)
x x

x
 




.

2.27. Найдите область определения функ-
ции:

1) 2 3 4 4 ;y x x x    

2) 2 23 4 9 .y x x x    

2.28. Решите уравнение:

1) 4 2( 3) 6 11 0;x x x    

2) 4 2( 6) 2 24 80 0.x x x    
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Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

2.29. Является ли последовательность 
арифметической прогрессией? Най-
дите значение суммы первых четырех 
членов последовательности:

1) 2; 7; 12; 17; 22; 27;
2) –200; –100; –50; –25; –12,5;
3) 4; 20; 100; 500; 2500;
4) –11; –1; 9; 19; 29.

2.30. Арифметическая прогрессия задана 
формулой 2 5na n  . Найдите значе-

ние суммы ее первых пяти членов.



71

§ 3. Формула для вычисления 
значения суммы первых n  членов 

арифметической прогрессии

Вы познакомитесь с формулой суммы 
первых n  членов арифметической про -
грессии; научитесь применять формулы 

суммы первых n членов арифметической про-
грессии; решать задачи, связанные с арифме-
тической прогрессией.

Пусть требуется найти значение суммы 
первых пятидесяти натуральных чисел. 
Это можно найти последовательно вы-
полняя сложение чисел, но вычисления 
будут трудоемкими и понадобится много 
времени.

Попытаемся найти более рациональный 
способ нахождения значения искомой 
суммы. Запишем сумму натуральных чи-
сел от 1 до 50 дважды, расположив пер-
вый раз слагаемые в порядке возраста-
ния, второй раз — в порядке убывания:

1 + 2 + 3 + … + 48 + 49 + 50,
50 + 49 + 48 + … + 3 + 2 + 1.
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Заметим, что значение суммы чисел, 
расположенных друг под другом, одно и 
то же: 1 + 50 = 2 + 49 = 3 + 48 = 
=… = 48 + 3 = 49 + 2 = 50 + 1 = 51. Другими 
словами, значение суммы двух членов ко-
нечной арифметической прогрессии: 1; 2; 
3; …; 48; 49; 50, равностоящих от концов, 
равно значению суммы ее крайних чле-
нов. Значит, каждая такая пара чисел в 
сумме дает 51, а число пар в двух рядах 

равно 25, поэтому 1 2 3 ... 48 49      

51 50
50 51 25 1275.

2


    

Этим же приемом воспользуемся для 
вывода формулы суммы первых n  членов 
арифметической прогрессии. Обозначим 
эту сумму через nS :

1 2 3 ... .n nS a a a a                 (1)

Если слагаемые в правой части равенст-
ва (1) напишем в обратном порядке, сум-
ма S n от этого не изменится. Получим
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1 2 3 2 1... .n n n nS a a a a a a           (2)

Почленно складывая равенства (1) и (2), 
получим  

1 2 1 3 22 ( ) ( ) ( )n n n nS a a a a a a       

2 3 1 2 1... ( ) ( ) ( ).n n na a a a a a       

В каждой скобке записана сумма двух 
членов арифметической прогрессии, ко-
торые находятся на одинаковых расстоя-
ниях (равностоящих) от ее концов. 

Убедитесь, что значения всех этих сумм 
в скобках равны между собой и равны 

значению суммы ее крайних членов 1 na a . 
Для этого используйте формулу n -го члена 
арифметической прогрессии. 

Таких скобок всего n  — столько, сколь-
ко членов прогрессии, поэтому 

2 ( ) .n n nS a a n    Тогда 1 .
2

n
n

a a
S n


 
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1

2
n

n

a a
S n


   — формула суммы 

первых n  членов арифметической 
прогрессии.

Выше проведенные рассуждения есть 
доказательство теоремы.

Теорема. Сумма первых n  членов 
арифметической прогрессии равна по-
лусумме ее крайних членов, умножен-
ной на число членов.

Докажите, что если воспользоваться 
формулой n -го члена арифметической 

прогрессии, то формула суммы первых n  чле-
нов арифметической прогрессии имеет вид 

12 ( 1)

2n

a n d
S n

 
  .

Пример: 1. Для хранения бревна уло-
жили так, что в каждом верхнем ряду их 
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оказалось на одно бревно меньше, чем в 
нижнем ряду (рис. 3). Как учетчику быстро 
узнать, сколько бревен находится в одной 
кладке? 

Рис. 3

Решение.  Поскольку в каждом верх-
нем ряду на одно бревно меньше, а в ниж-
нем ряду их 12 (можно сосчитать), то чис-
ло бревен в каждом ряду образует 
конечную арифметическую прогрессию: 
12; 11; 10; 9; 8; 7; 6; 5; 4; 3; 2; 1, для кото-
рой a 1 = 12, a n = 1, n  = 12. Используя фор-

мулу 1

2
n

n

a a
S n


  , получим 12 78S  .

Ответ: 78 бревен. 
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Пример: 2. Найдем значение суммы 
первых 20 членов арифметической про -
грессии: 1; 3,5; … .

Решение. Первый член прогрессии ра-
вен 1, разность — 2,5. Сначала найдем 
20-й член этой прогрессии по формуле 
n -го члена. Получим 20 1 2,5 (20 1)a       

1 2,5 19 48,5.     Затем вычислим иско-
мое значение суммы 20 членов по форму-
ле суммы n  членов арифметической про-
грессии. Получим:

20

(1 48,5) 20
49,5 10 495.

2
S  

   

Ответ: 495.

Пример: 3. Докажем, что значение сум-
мы n  последовательных членов арифме-
тической прогрессии, начиная с члена k , 
вычисляется по формуле: 

1

2
k k n

n

a a
S n 

  .
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Решение. Рассмотрим арифметичес-
кую прогрессию: 1 2 ... ...ka a a     . Тре-

буется найти значение суммы n  последо-
вательных членов арифметической 
прогрессии, начиная с члена k , т. е. сумму 
конечной последовательности, первый 
член которой a k . Выясним, какой номер у 
последнего члена этой прогрессии. У пер-
вого члена —номер k , у второго — k  + 1, 
у третьего — k  + 2, у четвертого — k  + 3, 
… у n -го — k + n  – 1. Значит, требуется 
найти значение суммы членов конечной 
арифметической прогрессии a k + a k +1 +

+ … + a k +n –1, поэтому 1

2
k k n

n

a a
S n 

  .

1. Запишите формулу для нахождения 
значения суммы ( 1)k k   членов арифме-

тической прогрессии. 
2. Как можно вычислить значение суммы пос-
ледовательных n  членов арифметической 
прогрессии, начиная с члена k , не используя 
формулу из примера 2?
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A

3.1. Найдите значение суммы 99 членов 
арифметической прогрессии:

1) 32, 35; …;    3) –33; –29; … ;
2) 106; 103; … ;   4) –23,5; –23; … .

3.2. Найдите na  и nS , если:

1) 1 5, 3a d   и 14;n 

2) 1 12, 7a d   и 24;n 

3) 1 55, 8a d    и 32;n 

4) 1 7,3, 8a d    и 19;n   

5) 1 16,8, 1,2a d     и 26;n 

6) 1 12,56, 6,4a d    и 104n  .
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3.3. Найдите n  и nS , если:

1) 1 3, 3a d   и 27;na 

2) 1 14, 6a d   и 74;na 

3) 1 5,4, 1,8a d    и 30,6;na 

4) 1 7,3, 2,6a d     и 30,7na   . 

3.4. Найдите n , если: 

1) 1 25, 2, 168;na d S   

2) 1 5, 2, 192;na d S  

3) 1 12,5, 3, 195,5;na d S   

4) 1 2,4, 0,8, 70,4na d S      .

3.5. Найдите разность арифметической 
прогрессии ( )na , если:

1) 1 18, 27, 2241;na n S  

2) 1 8, 17, 408;na n S    

3) 1 5, 23, 1909;na n S   

4) 1 81, 34, 510na n S   .
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3.6. Найдите 20-й член и значение сум-
мы 20 первых членов арифметической 
прогрессии:

1) 1,3; 2,1; ...;

2) 
1 7

3 ; 3 ; ...;
3 12

 

3) –2,87; –2,77; ... ;
4) –3,43; –3,49; ... .

3.7. Найдите разность арифметической 
прогрессии, если: 

1) 11 166, 8,5;a a 

2) 8 134, 7,5;a a 

3) 3 83, 10,5;a a 

4) 2 92, 6,9a a  .

3.8. Арифметическая прогрессия ( )nx  за-
дана формулой:

1) 3 2nx n  . Найдите значение суммы 

20 первых ее членов; 
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2) 2 9nx n  . Найдите значение суммы 

30 первых ее членов; 
3) 4 12nx n   . Найдите значение сум-
мы 12 первых ее членов; 
4) 2,3 7,2nx n   . Найдите значение 
суммы 29 первых ее членов.

3.9. Найдите значение суммы: 
1) 2 4 6 ... 2n    , слагаемыми которой 
являются все четные натуральные чис-
ла от 2 до 2n , включая 2n ;
2) 1 3 5 ... (2 1)n     , слагаемыми ко-
торой являются все нечетные натураль-
ные числа от 1 до (2 1)n  , включая 
(2 1)n  ;

3) 3 6 9 ...    ... 3n  , слагаемыми кото-
рой являются все натуральные числа, 
кратные 3, от 3 до 3n , включая 3n ;
4) 5 10 15 ... 5n    , слагаемыми кото-
рой являются все натуральные числа, 
кратные 5, от 5 до 5n , включая 5n .
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B

3.10. 1) Сколько членов надо взять в ариф-
метической прогрессии 4; 8; ..., чтобы 
их сумма равнялась 112?
2) Найдите число членов арифметичес-
кой прогрессии, разность которой 12, 
последний член – 15 и сумма всех чле-
нов – 456.

3.11. 1) В арифметической прогрессии 
5 100na n  . Найдите значение суммы 

всех отрицательных членов этой про -
грессии.

2) В арифметической прогрессии 
7 130na n  . Найдите значение суммы 

всех отрицательных членов этой про -
грессии.
3) В арифметической прогрессии 

51 3na n  . Найдите значение суммы 
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всех положительных членов этой про -
грессии.
4) В арифметической прогрессии 

58 4na n  . Найдите значение суммы 
всех положительных членов этой про -
грессии.

3.12. Найдите a 1 и n , если:

1) 3, 59, 603;n nd a S  

2) 5, 8, 30;n nd a S    

3) 2, 49, 702;n nd a S  

4) 7, 18, 20n nd a S      .

3.13. Напишите формулу n -го члена и сум-
мы n  первых членов арифметической 
прогрессии (a n ) с положительными чле-
нами:

1) 2 5 41a a   и 1 3 144;a a 

2) 2 42 27a a   и 17 50;a 
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3) 2 5 112a a   и 1

5

2;
a
a



4) 3 4 28a a   и 1

5

13
a
a

 .

3.14. 1) Найдите седьмой член арифмети-
ческой прогрессии, если 3 11 20a a  . 

2) Найдите десятый член арифметичес-
кой прогрессии, если 7 13 24a a  .

3.15. 1) 1 2, 87, 801n na a S   . Найдите 
d  и n ;
2) 1 21, 7, 105na n S   . Найдите 1a , 
и d .

3.16. Найдите значение суммы всех двуз-
начных чисел, кратных: 1) 3; 2) 7. 

3.17. 1) Дано: 1 10, 4, 330na d S   . 

Найдите n  и na .
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2) Дано: 1 10, 11, 330na n S   . Най-

дите na  и d .

3) Дано: 4, 50, 330n nd a S   . Най-

дите na  и n .

3.18. Найдите значение суммы всех трех-
значных чисел, кратных: 1) 8; 2) 13. 

3.19. Найдите значение суммы всех трех -
значных чисел, которые при делении на: 
1) 5 дают остаток 3; 
2) 25 дают остаток 11. 

3.20. Найдите наибольшее из возможных 
значений сумм n  первых членов ариф-
метической прогрессии, если 1 137a  , 

2 121a  .
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C

3.21. 1) Найдите сумму отрицательных чле-
нов арифметической прогрессии –7,1; 
–6,3; ... .
2) Найдите сумму всех положительных 
членов арифметической прогрессии 
6,3; 5,8; ... .

3.22. 1) Значение суммы первого, четвер-
того и тринадцатого членов арифмети-
ческой прогрессии равно 23. Найдите

6a  и 11S . 

2) Значение суммы первого, шестого и 
четырнадцатого членов арифметичес-
кой прогрессии равно 63. Найдите 10a  и 

19S .

3.23. В арифметической прогрессии n -й 
член задан формулой 2,5 2na n  . Най-
дите значение суммы членов прогрес-
сии с одиннадцатого по двадцатый 
включительно.
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Подготовьте сообщение 
об ученом-математике

С формулой 1

2
n

n

a a
S n


   связан инте-

ресный эпизод из жизни 
немецкого математика 
Карла Фридриха Гаусса. 
Когда ему было 9 лет, 
учитель, занятый провер-
кой работ учащихся дру-
гих классов, задал на 
уроке следующую зада-
чу: «Найти значение сум-
мы всех натуральных чи-
сел от 1 до 100 
включительно: 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ... + 100».
Каково же было удивление учителя, ког-

да один из учеников (это был Гаусс) через 
минуту воскликнул: «Я уже решил». Боль-
шинство учеников после долгих подсче-
тов получили неверный результат. В тет-

Карл Фридрих 
Гаусс 

(1777–1855)
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ради Гаусса было только одно число, но 
зато верное.

Вот схема его рассуждений. Значение 
суммы чисел в каждой паре равно 101:

1, 2, 3, ..., 100
100, 99, 98, ..., 1

101, 101, 101, ..., 101

Таких пар 50, поэтому значение искомой 
суммы равно значению произведения 
101 50 5050  .

3.24. При свободном падении в первую се-
кунду тело проходит путь длиной 5,9 м, 
а в каждую следующую секунду — на 
9,8 м больше. Найдите длину пройден-
ного пути свободно падающего тела:
1) за пятую секунду после начала дви-
жения;
2) за пять секунд после начала движе-
ния;
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3) за седьмую секунду после начала дви-
жения; 
4) за семь секунд после начала движе-
ния.

П

3.25. Постройте на одной координатной 
плоскости графики функций и запиши-
те приближенные значения координат 
их точек пересечения:

1) 22 3 1y x x    и 2 4 2;y x x   

2) 23 4 1y x x    и 22 3.y x x   

3.26. Решите уравнение:

1) 2

18 5
;

3 39
x

x xx
 

 

2) 2

3 17 70
.

4 4 16
x

x x x
 

  
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3.27. Решите графически уравнение:

1) 37 6 ;x x    3) 
6

0,5 2 ;x
x

 

2) 3 ;x x     4) 
2

3 1 .x
x

 

3.28. Решите способом подстановки си -
стему уравнений:

1) 
2 8 ,

2 0;
x xy y
y x
    


 

2) 
2 23 1,

3 0.
x xy y
y x

   


 

3.29. Площадь прямоугольного треуголь-
ника равна 44 см2. Если длину одного из 
его катетов увеличить на 2 см, а другого 
уменьшить на 1 см, то площадь прямо -
угольника станет равной 50 см2. Найди-
те длины катетов данного треугольника.
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Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

3.30. Как получен последующий член ко-
нечной последовательности: 

1) 2; 8; 32; 128; 512; 2048;
2) –200; –100; –50; –25; –12,5;
3) 4; 20; 100; 500; 2500;
4) –11; –1,1; –0,11; –0,011; –0,0011?

3.31. Установите закономерность и запи-
шите член последовательности под зна-
ком (*):

1) 8; 4; 2; 1; (*);

2) 8; –4; 2; –1; (*);

3) 
1 1 1 1

; ; ; ; (*);
2 4 8 16

 

4) –4; 16; –64; 256; (*).
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§ 4. Геометрическая прогрессия.
Формула n -го члена 

геометрической прогрессии

Вы ознакомитесь с понятием геометри-
ческая прогрессия, формулой n -го 

члена и характеристическим свойством гео-
метрической прогрессии; научитесь распозна-
вать геометрическую прогрессию среди чис-
ловых последовательностей, формулы n -го 
члена и характеристическое свойство геомет-
рической прогрессии; решать задачи, связан-
ные с геометрической прогрессией.

В казахской игре «тоғызқұмалақ» (де-
вять камушков), отдаленно напоминаю-
щей шахматы, берется доска с 20 лунками: 
две лунки — казына — в игре не участ-
вуют, а служат для складывания камуш-
ков. В каждом боковом крае доски рас-
полагаются по девять лунок, значительно 
меньших размером, чем казына, всего 18 
таких лунок (рис. 4). Кроме этого исполь-
зуется 162 камушка. 
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Рис. 4

Таким образом, в этой игре присутст-
вуют числа: 2, 18, 162. 

Подумайте, какая имеется закономер-
ность между членами последовательнос-
ти 2, 18, 162? 

Можно ли заключить, что в данной пос-
ледовательности каждый последующий 
член равен предыдущему, умноженному 
на 9? Действительно, легко убедиться, что  
2 9 18   и 18 9 162.   

Числовую последовательность, члены 
которой обладают подобным свойством, 
называют геометрической прогрессией.
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Числовая последовательность, пер-
вый член которой отличен от нуля, а 
каждый член начиная со второго, равен 
предшествующему члену, умноженному 
на одно и то же, не равное нулю число, 
называется геометрической прогрес-
сией.

Пример: 1. Каждый член последова-
тельности 2 4 5 632; 2 ; 2 ; 2 ; 2 ; 2 , начиная 
со второго, получается умножением пре-
дыдущего члена на 2. Эта последователь-
ность является геометрической прогрес-
сией. 

Число, на которое надо умножить 
член геометрической прогрессии, что-
бы получить последующий ее член, на-
зывается знаменателем геометричес-
кой прогрессии и обозначается буквой 
q .

Пример: 2. Рассмотрим несколько при-
меров:
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1) 3, 6, 12, 24, …;
2) 4, 12, 36, 108, …;
3) 40, 20, 10, 5, 2,5, … ; 

4) 
3 3 3 3

, , , , ... .
4 8 16 32

   

Эти последовательности являются гео-
метрическими прогрессиями со знамена-

телями, равными: 2; 3; 
1 1

,
2 2

 , соответст-
венно. 

Из определения следует, что отношение 
любого ее члена, начиная со второго, к пре-

дыдущему члену равно q , т. е. 1n

n

b
q

b
  .

Последовательность 7, 7, 7, … , члена-
ми которой является одно и то же число, 
можно рассматривать как геометричес-
кую прогрессию со знаменателем 1q  . 

Геометрическую прогрессию обозна-
чают: 1 2 3; ; ; ... ; ; ...nb b b b

Пусть дана геометрическая прогрессия 

1 2 3; ; ; ... ; ; ...nb b b b  со знаменателем q .
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Зная первый член b 1 и знаменатель q , 
используя определение геометрической 
прогрессии, можно найти второй, третий, 
четвертый и вообще любой ее член. 

Чтобы найти второй член, умножим пер-
вый член на знаменатель, для нахожде-
ния третьего его члена умножим второй 
член на знаменатель и т. д. Этот способ не 
всегда удобен, поэтому при нахождении 
членов с достаточно большими номерами 
удобнее пользоваться формулой, которая 
выражает любой член геометрической 
прогрессии через первый член, знамена-
тель и номер искомого члена. 

2 1b b q

3 2b b q

4 3b b q
…………..

1 2n nb b q 

1n nb b q
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Рассмотрим полученную совокупность 
равенств, состоящую из ( 1)n   равенства. 

Левые и правые части этих равенств 
почленно умножим. Получим: 

1
2 3 1 1 2 3 1... ... .n

n n nb b b b b b b b q 
     

Разделим обе части полученного ра-
венства на 2 3 1... 0nb b b    . 

Получим формулу n -го члена гео-
метрической прогрессии: 1

1
n

nb b q  .

Любой член геометрической прогрессии 
равен первому ее члену, умноженному на 
степень знаменателя прогрессии, показа-
тель которой равен числу предшествую-
щих ему членов.

Пример: 3. Рассмотрим равносторон-
ний треугольник, длины сторон которого 
равны по 4 см. 

Построим треугольник, вершинами ко-
торого являются середины сторон данно-
го треугольника (рис. 5).
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Рис. 5

Согласно свойствам средней линии 
треугольника, длины сторон полученного 
равностороннего треугольника будут рав-
ны по 2 см. Если продолжим такое по -
строение дальше, то получим равносто-
ронние треугольники, у которых длины 

сторон равны: 1 см; 
1
2

 см; 
1
4

 см. 

Запишем последовательность чисел, 
выражающих длины сторон этих тре -

угольников: 4; 2; 1; 
1
2

; 
1
4

; 
1
8

; ... .
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Напишем формулу n -го члена получен-
ной геометрической прогрессии. В этой 

прогрессии 1 4,b   
1

,
2

q   поэтому по фор-

муле n -го члена геометрической прогрес-

сии 
1

1
4

2

n

nb


   
 

.

Пример: 4. Найдем шестой член геомет-
рической прогрессии, если первый член 

равен 6, знаменатель — 
1
3

.

Решение. Согласно формуле n -го чле-
на геометрической прогрессии получим: 

6 1

6 5 4

1 1 2 2
6 6 .

3 813 3
b


       
 

Ответ: 
2
81

.
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Пример: 5. Найдем номер члена геомет-

рической прогрессии: 
1
4

; 
1
2

; 1; 2; 4; 8, …, 

который равен 128. 

Решение. Находим, что 1

1
,

4
b   2q   

и 128.nb   По формуле n -го члена гео-

метрической прогрессии получим 
11

128 2
4

n   , или 1512 2 .n   Поскольку 

9512 2 , то 9 12 2n  , или 9 1,n   тогда 

10.n 
Ответ: 10.

Пример: 6. Найдем восьмой член гео-
метрической прогрессии ( )nb , если

3 18b  , 1 162b  .
Решение. Используя формулу n -го 

члена геометрической прогрессии выра-

зим 3b  через b 1 и q . Получим 2
3 1b b q   и 

выразим из полученной формулы 
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32

1

18 1
.

162 9

b
q

b
    Значит, 

1
3

q   или 

1
3

q   , т.е. существуют две геометричес-

кие прогрессии, удовлетворяющие усло-
вию задачи. Для одной прогрессии  

7 4
7

8 1 7

1 2 3 2
162 ,

3 273
b b q       

 
 для 

другой — 
7 4

7
8 1 7

1 2 3
162

3 3
b b q         

 
  

2
27

  .

Ответ: Задача имеет 

два решения: 8

2
27

b   и 8

2
27

b   . 

Пример: 7. Найдем первые два чле -
на геометрической прогрессии, если 
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четвертый ее член равен 
1

32
, а шестой 

член равен 
1

512
.

Решение. Если обозначим первый член 
прогрессии через 1b  и знаменатель через  
q , то из условия задачи получим систему 
уравнений 

3
1

5
1

1
,

32
1

512

b q

b q

 

 


.

Решая ее, получим 1 2;b   
1
4

q   . Тогда 

для второго члена 2 1

1 1
2

4 2
b b q        

 
.

Ответ: первый член равен 2, 

второй член равен 
1
2

 или 
1
2

 . 
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Теорема 1. Любой член геометри-
ческой прогрессии с положительны-
ми членами 1 2 3 1, , , ..., , ,n nb b b b b  

1 ...nb   , начиная со второго, равен сред-
нему геометрическому соседних с ним 
членов.

Другими словами, при 2n   выполняет-

ся равенство: 1 1n n nb b b   .

Действительно, при 2n   используя 
формулу n -го члена геометрической про-
грессии, выразим b n через предыдущий 
член и через последующий член. Получим 

два равенства: 1n nb b q   и 1

1
n

n

b
b  , 

поэтому 2
1 1n n nb b b    и 1 1n n nb b b   .

На геометрические прогрессии, содер-
жащие отрицательные члены, эта теоре-
ма не распространяется, ведь среднее 
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геометрическое определено только для 
положительных чисел. 

Пример: 8. Значение суммы трех чисел, 
составляющих арифметическую прогрес-
сию, равно 15. Если к ним прибавить соот-
ветственно числа 1, 4 и 19, то получатся 
три числа, составляющие геометричес-
кую прогрессию. Найдем эти числа. 

Решение. По условию 1 2 3 15.a a a    

Поскольку 2 1 3 2a a a a   , то 2 1 32 .a a a   

Из условия получим 2 22 15,a a   отсюда 

23 15,a   2 5a  . Тогда а 1 = 5 – d , а 2 = 5, 

а 3 = 5 + d .
По условию 1 1 1 6 ,b a d     2 2b a   

4 9,   3 3 19 5 19 24 .b a d d      

Используя формулу 2
1 1n n nb b b   , мож-

но записать, что 2
2 1 3b b b  , тогда получим 

29 (6 ) (24 )d d    . 



105

Из полученного уравнения найдем d , 
получим два корня: 3d   или 21d   .

Тогда 1 2a   или 1 26a  . 
Получим две тройки чисел: 2; 5; 8 и 26; 

5; –16.
Ответ: 2; 5; 8 и 26; 5; –16.

Верна и теорема, обратная теореме 1.

Теорема 2. Если каждый член чис-
ловой последовательности с положи-
тельными членами, начиная со второ-
го, равен среднему геометрическому 
соседних с ним членов, то такая число-
вая последовательность является гео-
метрической прогрессией.

Докажите теорему 2. 

Свойство членов геометрической 
прогрессии, выраженное формулой  

1 1n n nb b b   , является признаком гео-
метрической прогрессии.
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1 Является ли числовая последователь-
ность: 1) 0; 0; 0; 0; … ; 2) 1; 1; 1; …геомет-
рической прогрессией? 

2. Может ли знаменатель геометрической про-
грессии быть числом: 1) положительным дроб-
ным; 2) отрицательным; 3) иррациональным; 
4) нулем?
3. Какими способами можно установить, яв-
ляется ли числовая последовательность гео-
метрической прогрессией?

A

4.1. Какие из следующих конечных после-
довательностей являются: а) арифмети-
ческими прогрессиями; б) геометричес-
кими прогрессиями:

1) –14; –4; 6; 16; 26;
2) 2; 20; 200; 2000; 20 000; 

3) 
1 1 1 1 1

; ; ; ; ;
2 6 18 54 108
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4) 
1 1 1 1

; ; ; 0; ;
2 3 6 6



5) 2; 2;  1; 
2

;
2

  
1

;
2

6) 
14 9 4 1 6

; ; ; ;
17 17 17 17 17

  ? 

4.2. Задана геометрическая прогрессия 
( )nb . Найдите: 

1) 7b , если 1 18,b   
1
4

q  ;

2) 5b , если 1 64,b   
1
4

q  ;

3) 8b , если 1 4,b   
1
5

q  ;

4) 9b , если 1 625,b    
1
5

q  .
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4.3. Задана геометрическая прогрессия 
( )nb . Найдите: 

1) 1b , если 3 18,b   
1

;
3

q 

2) 1b , если 6 64,b   
1

;
4

q 

3) 1b , если 8 16,b   
1

;
2

q 

4) 1b , если 7 375,b   
1
5

q  .

4.4. Задана геометрическая прогрессия  
( )nb . Найдите:

1) q , если 1 18,b   2 54;b   

2) q , если 2 33,b   3 44;b 

3) q , если 2 13,b    3 169;b 

4) q , если 5 0,4,b   2 0,08b   .
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4.5. В геометрической прогрессии ( )nb  
найдите:

1) 7b , если 1 3 2,b   2q   ;

2) 5b , если 1 2 3,b    3q  ; 

3) 6b , если 1 2,b   
1
2

q   ;

4) 3b , если 1 1 2,b    1 2q   .

4.6. Запишите пять первых членов геомет-
рической прогрессии ( )nb , если:

1) 1 0,6b   и 2;q 

2) 1 1,2b    и 
1

;
3

q  

3) 1 27b    и 
2

;
3

q  

4) 1 3,6b   и 
1
6

q  .
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4.7. Второй член геометрической прогрес-
сии равен 6. Найдите значение произ-
ведения первых трех членов этой про-
грессии. 

4.8. Третий член геометрической прогрес-
сии равен 3 . Найдите значение произ-
ведения первых пяти членов этой про-
грессии. 

4.9. Запишите пять первых членов геомет-
рической прогрессии, у которой третий 
член равен — 8, а пятый равен — 332. 

4.10. Запишите пять первых членов гео-
метрической прогрессии, у которой 
третий член равен 3 3 , а пятый равен 
9 3 .

4.11. Запишите шестой и n -й член геомет-
рической прогрессии:

1) 192; 48; 12; … ;   2) 
64

;
9

 
32

;
3

  … ;
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3) –0,0001; 0,001; –0,01; …;

4) 2; 2 2;  4; …

B

4.12. Найдите: а) первый член; б) пятый 
член геометрической прогрессии, у ко-
торой знаменатель равен 5, а седьмой 
член — 62 500.

4.13. Длины сторон прямоугольного тре-
угольника образуют геометрическую 
прогрессию. Найдите ее знаменатель, 
если длина гипотенузы равна: 1) 2 м; 
2) 6 м.

4.14. В конечной геометрической прогрес-
сии: 

а) 
1

;
243

  2 3 5 5 6; ; 3; ; ; ;b b b b b  

б) 1;a  3 4 60,72; ; ; 720;a a a  известны 

некоторые члены. Найдите неизвестные 
члены данной прогрессии.
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4.15. Разность между первым и вторым 
членами геометрической прогрессии 
равна 8, а сумма второго и третьего 
членов — 12. Найдите первый член и 
знаменатель прогрессии.

4.16. Встретится ли среди членов геомет-
рической прогрессии 2, 6, 18, ... число:

1) 54;  2) 72;   3) 486;   4) 576? 

При положительном ответе найдите но-
мер члена прогрессии. 

4.17. С какого номера члены геометричес-
кой прогрессии: 

1) 32, 16, 8, … меньше 0,01; 

2) 
1

,
3

 
2

,
3

 
4

,
3

 … больше 50? 

4.18. 1) Между числами 15 и 405 вставьте 
два числа так, чтобы вместе с данными 
числами они составили геометричес-
кую прогрессию.
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2) Между числами 36 и 2,25 вставьте 
три числа так, чтобы вместе с данными 
числами они составили геометрическую 
прогрессию.

Математика в жизни моей семьи

4.19. 1) Вкладчик положил в банк на депо-
зит 100 тыс. тг под 10% годовых. Какая 
сумма будет находиться на депозите 
через два года?
2) Вкладчик положил в банк на депозит 
200 тыс. тг под 8% годовых. Какая сум-
ма будет находиться на депозите через 
три года? 

4.20. 1) Вкладчик решил положить в банк 
на депозит 50 000 тг. Известно, что в 
одном банке вклад возрастает один раз 
в год на 12%, а в другом он возрастает 
ежемесячно на 1% от накопленной на 
депозите суммы. В каком из банков до-
ход будет больше и на сколько тенге 
больше?
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2) Клиент открыл в банке депозит под 
10% годовых сроком на три года и по-
ложил 200 000 тг. Какая сумма будет на 
депозите через три года?

C

4.21. Четыре числа составляют возрас-
тающую геометрическую прогрессию. 
Найдите эти числа, если известно, что 
значение суммы крайних членов равно 
84, а значение произведения средних 
членов равно 243. 

4.22. В геометрической прогрессии ( )nb  
найдите kb , если: 

1) 13n mb    и 107;k mb  

2) 1,2k mb    и 19,2k mb   .

4.23. 1) Найдите три положительных чис-
ла, составляющих геометрическую 
прогрессию, если значение их суммы 
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равно 42, а значение суммы обратных 

им чисел равно 
21
32

.

2) Найдите три положительных числа, 
образующих геометрическую прогрес-
сию, если значение их суммы равно 21, 
а значение суммы обратных им чисел 

равно 
21
16

. 

4.24. Значение суммы трех чисел, обра-
зующих геометрическую прогрессию, 
равно 13, а значение суммы их квадра-
тов равно 91. Найдите эти числа. 

4.25. Четвертый член геометрической 
прогрессии больше второго на 24, а зна-
чение суммы второго и третьего членов 
этой прогрессии равно 6. Найдите че-
тыре первых члена этой прогрессии. 

4.26. Значение суммы трех положитель-
ных чисел, составляющих арифмети-
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ческую прогрессию, равно 21. Если к 
этим числам прибавить, соответствен-
но, 1, 1, 5, то получится геометрическая 
прогрессия. Найдите эти числа. 

4.27. Три отличных от нуля числа обра-
зуют арифметическую прогрессию, а 
квадраты этих чисел — геометричес-
кую прогрессию. Найдите знаменатель 
этой геометрической прогрессии. 

4.28. Найдите четыре числа, из которых 
первые три числа составляют геомет-
рическую прогрессию, а последние три 
числа — арифметическую прогрессию. 
Значение суммы крайних чисел равно 
32, а значение суммы средних чисел 
равно 24.
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П

4.29. При каком значении параметра а 
имеет единственное решение система 
уравнений:

1) 
22 1,

;
x y

x y a
  


 
  2) 

2 2 4,
?

x y
x y a
  


 

4.30. 1) Найдите значение суммы всех 
трехзначных чисел, меньших 600 и крат-
ных 8. 
2) Найдите значение суммы всех трех -
значных чисел, больших 500, которые при 
делении на 23 дают в остатке число 10.

4.31. Упростите выражение и найдите его 
значение при 2,5x  :

1) 
6 3

2

1 1
: 2;

11
x x

xx x
 


 

2) 
9 3

6 3 2

1 1 3( 1)
:

111
x x x

xxx x
  


 

. 
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4.32. Упростите выражение:

1) 
3 4

53
0 2

8 : 4
;

14
a

a     3) 
3 4 2

2 2 7

( 2 )
;

( ) 4
a x
a x




2) 
5 4 2

2 3

5 ( )
;

( 5 )
x
x

   4) 
3 4 3

12 3 2

8( )
.

( 2 )
b x

x b

4.33. Найдите значение числового выра-
жения:

1) 

3

5

1 1
29 9 ;
33


   
  

2) 
2

1 2
2

5
90 2 5 3 ;

9


    

3) 
3

2
2 4

3417 2 ;
17 2

 


4) 
3

2
2 3

51
210 18 .

17 9
 


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Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

4.34. Для геометрической прогрессии 

1 16b  , 0,5q    запишите: 1) 3;b  2) 6;b  

3) 7;b  4) 10b .

4.35. Для геометрической прогрессии 
1 2b  , 2q    запишите первые пять 

членов и найдите значение их суммы.
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§ 5. Формула для вычисления 
значения суммы первых n  членов 

геометрической прогрессии

Вы ознакомитесь с формулой суммы 
первых n  членов геометрической про -
грессии; научитесь применять формулы 

суммы первых n  членов геометрической про-
грессии; решать задачи, связанные с геомет-
рической прогрессией.

Большой известностью пользуется за-
дача 2000-летней давности о вознаграж-
дении изобретателя шахматной игры. По 
преданию, индийский принц Сирам пред-
ложил изобретателю шахматной игры 
просить у него награду, какую он захочет. 

Изобретатель попросил, чтобы ему 
дали за первый квадрат шахматной дос-
ки одно пшеничное зерно, за второй квад-
рат 2 зерна, за третий 4 и т. д., увеличивая 
вдвое за каждый из следующих квадратов. 

Принц согласился. Но когда посчита-
ли количество зерен пшеницы, которое 
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следует выдать за все 64 квадрата шах-
матной доски, то оказалось, что награда 
в этом размере не может быть выдана по 
недостатку пшеницы. Сколько же зерен 
пришлось бы выдать изобретателю?

Количество зерен, которое надлежало 
бы выдать за все 64 квадрата, равно зна-
чению суммы S следующего ряда чисел:

2 3 62 631 2 2 2 ... 2 2 .S       

Найдем значение этой суммы, не вычис-
ляя отдельно слагаемые, так: умножим 
обе части написанного равенства на 2:

2 3 4 63 642 2 2 2 2 ... 2 2 .S       

Затем вычтем из этого равенства пре-
дыдущее. Получим

– 
2 3 4 63 642 2 2 2 2 ... 2 2S       

   2 3 4 631 2 2 2 2 ... 2S       
 .

   642 1S  
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Можно вычислить, что если бы такое 
число зерен рассыпать равномерно по 
всей земной суше, то образовался бы 
слой пшеницы толщиной около 9 мм. Те-
перь подсчитаем, что масса такого числа 
пшеничных зерен больше триллиона тонн. 
Это заведомо превосходит количество 
пшеницы, собранной человечеством до 
настоящего времени.

Для нахождения значения суммы  
1 2 3 1...n n nS b b b b b       первых n 

членов геометрической прогрессии со 
знаменателем 1q   воспользуемся тем же 
приемом, который использовали в рас -
смотренном выше примере.

Используя определение геометричес-
кой прогрессии, nS  запишем так:

2 1
1 1 1 1... n

nS b b q b q b q      .

Умножим обе части этого равенства на 
q . В результате получим равенство: 

2 3
1 1 1 1... n

nqS b q b q b q b q     . 
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Затем вычтем почленно из этого ра-
венства предыдущее. Получим

– 

2 1
1 1 1 1... n

nS b b q b q b q     

  
2 1

1 1 1 1... n n
nqS b q b q b q b q    

  1 1
n

n nS qS b b q                             .

Вынесем в левой и правой частях 
полученного равенства общие множите-
ли. Получим 1(1 ) (1 )n

nq S b q   , или 

1(1 )
,

1

n

n

b q
S

q





 1q  .

Сумма первых n  членов геометричес-
кой прогрессии со знаменателем 1q   
равна дроби, у которой числитель есть 
произведение первого члена на разность 
между единицей и n -й степенью знамена-
теля, а знаменатель есть разность между 
единицей и знаменателем прогрессии. 

В случае, когда знаменатель прогрес-
сии 1q  , для вычисления суммы ее пер-
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вых n  членов удобно пользоваться фор-

мулой 1( 1)

1

n

n

b q
S

q





, которая получается 

из формулы (4), если числитель и знаме-
натель дроби в правой части умножить на 
(–1).

Если 1q  , то все члены прогрессии рав-
ны первому члену и 1nS nb .

Формулы суммы первых n  членов 
геометрической прогрессии: 

1(1 )
,

1

n

n

b q
S

q





1q  , или 1( 1)
,

1

n

n

b q
S

q





— со знаменателем 1q  ; 

1nS nb  — со знаменателем 1q  .

Докажите, что верно равенство  

1 1 ,
1

n
n

b b
S

q





1q  .
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Пример: 1. Найдем значение суммы де-
сяти первых членов геометрической про-
грессии ( )nb : 1; 2; 4; 8; … .

Решение. Первый член прогрессии ра-
вен 1, знаменатель — 2. Найдем 10-й член 

этой прогрессии: 10 1 9
10 1 2 2 .b     Теперь 

воспользуемся формулой суммы первых 
n  членов геометрической прогрессии: 

9
10

10

2 2 1
2 1 1024 1 1023.

2 1
S  

     


 

Ответ: 1023.

Пример: 2. Найдем значение суммы 
первых пяти членов геометрической про-

грессии: 6; 2; 
2

;
3

 ... . 

Решение. В данной геометрической 

прогрессии 1 6,b   
1
3

q  , поэтому по фор-

муле 1(1 )

1

n

n

b q
S

q





 получим:
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5

5

1 16 1 6 13 6 242 3243
1 2 2 2431
3 3

S

                   


 

242 26
8 .

27 27
 

Ответ: 
26

8
27

 .

Пример: 3. Найдем значение суммы 
2 3 4 5 6 71 3 3 3 3 3 3 3       .

Решение. Данная сумма является сум-
мой первых восьми членов геометричес-
кой прогрессии, в которой 1 1b  , 3q  .

По формуле 1(1 )

1

n

n

b q
S

q





 получим: 

8

8

1 ( 3 1) 6561 1
3280.

3 1 2
S

  
  



Ответ: 3280.
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Пример: 4. Значение суммы первых n 
членов геометрической прогрессии 

93nS   . Первый член этой прогрессии  

1 3b   , знаменатель 2q  . Найдем n . 

Решение. Воспользуемся формулой 

1( 1)

1

n

n

b q
S

q





, получим:

3(2 1)
93 3(2 1);

2 1

n
n 

    


 31 2 1;n   

32 2 ;n   52 2 ;n   5.n 

Ответ: 5.n 

1. Какой формулой для нахождения зна-
чения суммы n  членов геометрической 
прогрессии удобно пользоваться при:  

1) 1;q     2) 1;q     3) 1q  ?
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A

5.1. В геометрической прогрессии (b n ) 
найдите n  и nS , если: 

1) 1 0,5, 256, 2;nb b q  

2) 1 80 5, 0,5;nb b q  

3) 1 3, 243, 3;nb b q  

4) 1 1,5 240, 2nb b q   .

5.2. В геометрической прогрессии ( )nb  
найдите n  и nS , если: 

1) 1

1
90, 3 , 4;

3nb b n  

2) 1

1
, 81, 6;

3 nb b n  

3) 1 120, 3,75, 6;nb b n  

4) 1 0,02, 312,5, 7nb b n   .
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5.3. В геометрической прогрессии ( )nb
найдите q  и n , если:

1) 1 2, 1024, 2046;n nb b S  

2) 1 512, 1, 1023;n nb b S  

3) 1 0,5, 16, 31,5;n nb b S  

4) 1

2 8
, 18, 26

9 9n nb b S   .

5.4. В геометрической прогрессии ( )nb  
найдите nb  и nS , если:

1) 1

2
243, , 6;

3
b q n     

2) 1

3
, 2, 7;

2
b q n   

3) 1 20, 0,1, 5;b q n   

4) 1

3
, 5, 5

5
b q n    .
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5.5. В геометрической прогрессии ( )nb  
найдите n  и nb , если: 

1) 1 3, 2, 93;nb q S  

2) 1 6, 2, 510;nb q S    

3) 1

3 3
, 0,5, ;

5 8nb q S   

4) 1 13, 0,3, 10,27nb q S      .

5.6. В геометрической прогрессии ( )nb  
найдите b 1 и S n , если: 

1) 0,5, 6, 3;nq n b  

2) 3, 5, 486;nq n b  

3) 0,5, 4, 0,375;nq n b  

4) 
9

1,5, 5,
16nq n b   .
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5.7. В геометрической прогрессии ( )nb  

найдите 1b  и nb , если:

1) 2, 11, 2047;nq n S  

2) 
1

, 5, 121;
3 nq n S  

3) 
7

0,5, 6, 7 ;
8nq n S  

4) 2, 7, 258nq n S    .

5.8. В геометрической прогрессии ( )nb  
найдите 1b  и n , если:

1) 0,5, 3, 93;n nq b S  

2) 
242

3, 54, ;
3n nq b S  

3) 
63

2, 4, ;
24n nq b S     

4) 
1 1 182

, ,
3 3 3n nq b S     .
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5.9. 1) В геометрической прогрессии 

2 1,b   3 2b   найдите 14

7

S
S

. 

2) В геометрической прогрессии 3 3,b   

4 1,5b   найдите 9

18

S
S

. 

Математика в бизнесе

5.10. 1) Банк дает своим вкладчикам 10% 
годовых. Каким будет вклад в 200 000 тг 
через 2 года?
2) Снижение себестоимости произ-
водства товара равно 5% в год. Перво-
начальная себестоимость товара равна 
10 000 тг. Чему станет равной ее себе-
стоимость через 2 года?

5.11. 1) Значение суммы первых 85 чле-
нов геометрической прогрессии равно 
2225. Найдите значение суммы первых 
85 членов такой прогрессии, каждый 
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член которой составляет 40% от соот-
ветствующего члена данной прогрес-
сии. 
2) Значение суммы первых 85 членов 
геометрической прогрессии равно 8255. 
Найдите значение суммы первых 85 чле-
нов такой прогрессии, каждый член ко-
торой составляет 60% от соответствую-
щего члена данной прогрессии.

B

5.12. В геометрической прогрессии ( )nb  
известно, что: 

1) 1 2 3219, 13 824nS b b b  . Найдите 3b . 

2) 3 1 2 393, 3375S b b b  . Найдите 4S . 

5.13. В геометрической прогрессии ( )nb  
известно, что: 3 6S  , 1 3 5 10,5.b b b    
Найдите q . 
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5.14. Найдите значение суммы членов гео-
метрической прогрессии: 

1) 4; 12; 36; …; 2916;

2) 
81 27 9 1

; ; ; ...; ;
4 4 4 108

3) –1; 2; –4; …; –256;
4) 3; –6; 12; –24; …; 192.

5.15. В геометрической прогрессии ( )nb  
известно, что:

1) 2,q   5 62S  . Найдите 1b .

2) 53, 244q S   . S 6 = –738. Найдите 1b . 

Математика в бизнесе

5.16. Стоимость оборудования равна 
200 000 тг. Какой будет стоимость обо-
рудования через четыре года, если она 
ежегодно уменьшается на 2%? 
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5.17. 1) Для геометрической прогрессии  
( )nb  известно, что 2 4S   и 3 13S  . Най-

дите 1b  и 5S .

2) Для геометрической прогрессии ( )nb

известно, что 3 42S   и 4 170S  . Найди-
те 1b  и 5S . 

5.18. Найдите число членов геометричес-
кой прогрессии 3; 6; 12; 24; …, чтобы 
значение их суммы было: 1) больше 
3066; 2) больше 6000.  

5.19. Значение суммы первых трех членов 
геометрической прогрессии равно 1,4, 
а значение их произведения равно 
0,064. Найдите 5S . 

5.20. В геометрической прогрессии ( )nb  
значение суммы первого и пятого чле-
нов равно 51, а значение суммы второ-
го и шестого членов равно 102. Сколько 
членов этой прогрессии надо взять, что-
бы значение их суммы было равно 3069? 
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5.21. Найдите третий член геометрической 
прогрессии, если ее знаменатель равен 
3, а значение суммы первых четырех ее 
членов равно –40.

C

5.22. 1) 128,nb   2,q   7n  . Найдите 

1b  и nS ; 

2) 1 81,b   
2

10 ,
3nb    6n  . Найдите 

q  и nS .

5.23. Разность между первым и вторым 
членами убывающей геометрической 
прогрессии равна 8, а сумма второго и 
третьего ее членов — 12. Найдите сум-
му первых четырех членов.

5.24. Значение суммы четырех членов 
геометрической прогрессии равно –40, 
а значение суммы их квадратов равно 
3280. Найдите эту прогрессию. 
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5.25. Решите уравнение 2 31 x x x    
109... 0x   .

П

5.26. Решите неравенство:

1) ( 1) ( 6) 50;x x   

2) ( 14) ( 2) 64.x x   

5.27. Найдите значения параметра р , при 
которых при любых значениях перемен-
ной х  верно неравенство:

1) 22 4 0;x x p    2) 2 5 4 0px x   . 

5.28. 1) Найдите значение суммы всех на-
туральных чисел, не превосходящих 
200, которые не кратны 5.
2) Найдите значение суммы всех нату-
ральных чисел, больших 100 и не пре-
восходящих 200, которые не кратны 3.
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5.29. Постройте график функции: 

1) 22 3 ;y x x    2) 22 5 .y x x 

5.30.  Между числами 5 и 25 вставьте еще 
семь членов так, чтобы получилась 
арифметическая прогрессия.

Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

5.31. В геометрической прогрессии ( )nb  
найдите nS , если:

1) 1 1,b    2,q    11;n   

2) 1 81,b    
1

,
3

q    5n  .

5.32. В геометрической прогрессии ( )nb  

найдите q , если: 1) 1 0,125,b   6 4;b    

2) 1 81,b   6

1
9

b   .
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§ 6. Формула для вычисления 
значения суммы членов бесконечно 

убывающей геометрической 
прогрессии

Вы ознакомитесь с формулой суммы 
бесконечно убывающей геометрической 
прогрессии; научитесь применять фор-

мулу суммы бесконечно убывающей геометри-
ческой прогрессии для перевода десятичной 
периодической дроби в обыкновенную дробь. 

На числовой оси отложим отрезок M N , 
длина которого равна длине единичного 
отрезка, т. е. 1 (рис. 6). От точки N  вправо 

отложим отрезок N N 1, равный 
1
4

 от еди-

ничного отрезка, т. е. 1

1
2

NN MN . От точ-

ки N 1 вправо отложим третий отрезок  

1 2

1
4

N N MN  и т. д., т. е. длина каждого 
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последующего отрезка равна 
1
2

 части от 

длины предыдущего.

1 2

N KN1 N2

N30

M

Рис. 6

В результате получим последователь-
ность отрезков 1 1 2 2 3; ; ; ; ...MN NN N N N N   

и их длин 4

1 1 1 1 1
; ; ; ; ...; ; ...;

2 4 8 16 2n  — 

бесконечно убывающую геометрическую 

прогрессию со знаменателем 
1
2

q  .

Рассмотрим бесконечную геометричес-

кую прогрессию со знаменателем 
1
3

q   , 

1
1 1 1 1

3; 1; ; ; ; ...; 3 ; ...
3 9 27 3

n
     
 
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В этих двух прогрессиях модуль знаме-
нателя прогрессии 1q  , поэтому с воз-
растанием номера n  член каждой из этих 
бесконечных геометрических прогрессий 
по модулю приближается к нулю. 

Такие геометрические прогрессии на-
зывают бесконечно убывающими гео-
метрическими прогрессиями.

Геометрическая прогрессия со зна-
менателем 1q   называется беско-
нечно убывающей геометрической 
прогрессией.

Для вывода формулы суммы бесконеч-
но убывающей геометрической прогрес-
сии 1 2 3; ; ; ...; ; ...nb b b b  воспользуем-
ся формулой суммы — первых n  членов 
геометрической прогрессии:

1 (1 )

1

n

n

b q
S

q





. 
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Преобразуем выражение, записанное в 
правой части равенства:

1 1 1 1 .
1 1 1

n
n

n

b b q b b
S q

q q q


   
  

Если 1q  , то при неограниченном уве-
личении n  значение степени nq  бесконеч-
но уменьшается, поэтому значение произ-

ведения 1

1
nb

q
q



 стремится к нулю. Значит, 

при неограниченном увеличении n  значе-
ние суммы nS  стремится к значению вы-

ражения 1

1

b
q

. 

Выражение 1

1

b
q

 принимают за сумму 

бесконечно убывающей геометрической 
прогрессии со знаменателем 1q  . Обоз-
начив его буквой S , получим формулу  

1

1n

b
S

q



.
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1

1n

b
S

q



 — формула суммы беско-

нечно убывающей геометрической про -
грессии, знаменатель которой 1q  .

Пример: 1. Найдем значение суммы 
бесконечно убывающей геометрической 
прогрессии, если первый ее член равен 3, 

а знаменатель равен 
1
3

. 

Решение. Применив формулу суммы 

членов при 1 3b   и 
1

,
3

q   получим 

1 3 3
4,5.

1 21 1
3 3

b
S

q
   

 

Ответ: 4,5.

Пример: 2. Найдем значение суммы 
бесконечно убывающей геометрической 

прогрессии 
1 1 1 1

1, ; ; ; ; ...
2 4 8 16
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Решение. Найдем первый член про -

грессии 1 1b   и знаменатель 
1
2

q  . 

Применим формулу 
1

1

b
S

q



. Получим 

1
2.

1
1

2

S  


Ответ: 2.

Пример: 3. Представим бесконечную 
десятичную периодическую дробь 3,(03) в 
виде обыкновенной дроби.

Решение. Число 0,(03) можно запи-
сать в виде суммы: 0,(03) = 0,03 + 0,0003 +
+ 0,000003 + … . 

Эта сумма является суммой бесконечно 
убывающей геометрической прогрессии 
со знаменателем 0,01, поэтому

0,03 0,03 3 1
.

1 0,01 0,99 99 33
S    



Ответ: 
1

.
33
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Пример: 4. Обратим бесконечную пе-
риодическую десятичную дробь 0,2(54) в 
обыкновенную дробь.

Решение. Число 0,2(54) можно запи-
сать в виде суммы: 0,2(54) = 0,2 + 0,054 + 
+ 0,00054 + … .

В сумме 0,054 + 0,00054 + 0,0000054 + 
+ … слагаемые являются членами беско-
нечно убывающей геометрической про -
грессии со знаменателем 0,01q  . 

Применив формулу суммы бесконечно 
убывающей геометрической прогрессии, 
найдем:

0,054 0,054 54 5
.

1 0,01 0,99 990 55
S    



Значит, 
3 14

0,2(54) 0,2 .
55 55

  

Ответ: 
14

.
55
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Пример: 5. Решим уравнение 1 x  
2 ... ... 3,5nx x     , где 1x  . 

Решение. В левой части уравнения за-
писана сумма бесконечно убывающей 
геометрической прогрессии, поэтому  

2 1
1 ... ... .

1
nx x x

x
     


 Тогда урав-

нение 21 ... ... 3,5nx x x       примет 

вид: 
1

3,5
1 x




. Получим 
5

.
7

x   

Ответ: 
5

.
7

1. В каком случае бесконечная геомет-
рическая прогрессия будет убывающей?

A

6.1. Найдите значение суммы бесконечно 
убывающей геометрической прогрес-
сии:
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1) 
1 1

1; ; ; ...;
3 9

 

2) 25; 5; 1; 0,2; ...;   

3) 
1 1

6; 1; ; ; ... .
6 36

6.2. Найдите значение суммы бесконечно 
убывающей геометрической прогрес-
сии, если: 

1) 1 20,b    
1

;
7

q       2) 1 16,b   
1
4

q  . 

6.3. Найдите значение суммы:

1) 
3 9

1 ...;
4 16

  

2) 8 4 2 1 0,5 ...;    

3) 100 10 1 0,1 ...     .

6.4. Запишите в виде обыкновенной дроби 
бесконечную периодическую десятич-
ную дробь: 1) 0,(3); 2) 14,(17); 3) 2,(126); 
4) 3,(71). 
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6.5. Найдите значение суммы бесконечно 
убывающей геометрической прогрес-
сии:

1) 
1 1

; ; ...;
2 3

2) 
1

3; 1; ; ...;
3

3) 
1

2; 1; ; ...;
2



4) 
3 9 27

; ; ; ...;
7 49 343



5) 
3

3 3; 3; ; ...;
3

  

6) 5; 5; 1; ...  .

6.6. Запишите в виде обыкновенной дро-
би бесконечную периодическую деся-
тичную дробь: 

1) 3,2(3);     3) 21,00(12);
2) 4,36(13);    4) 33,04(731).



149

6.7. 1) Найдите значение суммы бесконеч-
ной геометрической прогрессии, если 
ее второй член равен 9, а пятый член 

равен 
1
3

. 

2) Найдите значение суммы бесконеч-
ной геометрической прогрессии, если 
ее третий член равен 25, а шестой член 
равен 0,2.

6.8. В бесконечной геометрической про-
грессии с положительными членами 
значение суммы первых трех ее членов 
равно 10,5, а значение суммы всех чле-
нов прогрессии равно 12. Найдите эту 
прогрессию. 

6.9. В бесконечной геометрической про -
грессии с положительными членами 
значение суммы первых пяти членов 

равно 
93
16

, а значение суммы всех чле-

нов прогрессии равно 6. Найдите эту 
прогрессию. 
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6.10. Найдите первый член бесконечной 
геометрической прогрессии, если из-
вестно: 

1) 
5

;
8

q     80;S       2) 
3

,
7

q    42S  . 

6.11. Найдите знаменатель бесконечной 
геометрической прогрессии, если из-
вестно:

1) 1 15, 18;b S    2) 1 18, 15b S  .

B

6.12. Значение произведения первого, 
третьего и пятого членов бесконечно 
убывающей прогрессии равно 8, а зна-
чение суммы ее второго и четвертого 
членов равно –5. Найдите значение сум-
мы всех членов геометрической прог-
рессии. 
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6.13. 1) Известно, что в бесконечно убы-
вающей геометрической прогрессии 
каждый член в 2,5 раза больше сум-
мы всех последующих членов. Найдите 
знаменатель прогрессии. 
2) Известно, что в бесконечно убываю-
щей геометрической прогрессии каж-
дый член в 4 раза больше значения сум-
мы всех последующих членов. Найдите 
знаменатель прогрессии. 

6.14. Значение суммы бесконечно убы-
вающей геометрической прогрессии на 
16 больше ее первого члена, а значение 
суммы ее первых двух членов равно 24. 
Найдите восьмой член этой прогрессии. 

6.15. В квадрат, длина стороны которого 
равна 8 см, вписан другой квадрат, вер-
шинами которого являются середины 
сторон данного квадрата. В получен-
ный квадрат таким же способом вписан 
другой квадрат и т. д. Найдите значение 
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суммы периметров и значение суммы 
площадей этих квадратов.

6.16. В равносторонний треугольник, дли-
на стороны которого равна 8 см, вписан 
другой равносторонний треугольник, 
вершинами которого являются сере-
дины сторон данного треугольника. В 
полученный треугольник таким же спо-
собом вписан другой равносторонний 
треугольник и т. д. Найдите значение 
суммы периметров и значение суммы 
площадей этих треугольников. 

6.17. Найдите значение суммы: 
1 1 1 1 1 1

...
2 3 4 9 8 27
       .

6.18. Первый член бесконечной геометри-
ческой прогрессии на 8 больше второ-
го, а значение суммы ее членов равно 
18. Найдите четвертый член этой про-
грессии.
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C

6.19. Первый член бесконечной геометри-
ческой прогрессии (с n ) равен с , а зна-
менатель равен q . Найдите значение 
суммы:

1) 2 2 2
1 2 3 ...;c c c  

2) 2 2 2
1 2 3 4 5 6( ) ( ) ( ) ... .c c c c c c    

6.20. Найдите корень уравнения:  
2 3 21 1 1

1 ...
1 1 1 2

x x x x
x x x
                 

.

6.21. Найдите бесконечно убывающую 
геометрическую прогрессию, первый 
член которой равен 1, а каждый ее по-
следующий член в три раза больше зна-
чения суммы следующих за ним членов. 
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6.22. Найдите значение суммы: 

1 3 1 9 1 27
...

3 4 9 16 27 64
       .

6.23. Найдите первый член и знаменатель 
бесконечно убывающей геометричес-
кой прогрессии ( )nb , у которой второй 
член равен 6, а значение суммы ее чле-

нов равно 
1
8

 от значения суммы квад-

ратов ее членов. 

6.24. Последовательность чисел образует 
бесконечно убывающую геометричес-
кую прогрессию, значение суммы чле-
нов которой равно 8. Найдите первый 
член и знаменатель прогрессии, если 
значение суммы кубов ее членов равно  
512
37

.
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П

6.25. Найдите корни уравнения:

1) 
6 13 1

;
1 6 6

x x
x x
 

 
 

2) 
4 17 2

.
2 4 4

x x
x x
 

 
 

6.26. Постройте график функции:

1) 2 2 .y x x 

6.27. Разложите на множители выраже-
ние: 

1) 4 32 2;x x x     3) 4 3 22 2;x x x  

2) 4 35 5;x x x     4) 4 3 24 4.x x x  

6.28. Углы выпуклого четырехугольника 
образуют арифметическую прогрес-
сию. Найдите значение суммы наимень-
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шего и наибольшего углов этого четы-
рехугольника.  

6.29. Найдите значение суммы всех нату-
ральных чисел, кратных 5, заключенных 
в промежутке от 50 до 150.  

6.30. Пусть члены последовательности за-
даны формулой (2 1) 3n

na n   . Дока-
жите, что значение суммы первых n 
членов этой последовательности вы-
числяется по формуле 13n

nS n   .

Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

6.31. Докажите, что при 3n   выражение 

4 12 1n n   делится на 3.

6.32. Найдите значение суммы 

1 1 1
...

1 3 3 5 9 11
  

  
.
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§ 7. Метод математической 
индукции

Вы познакомитесь с методом математи-
ческой индукции; научитесь применять 
метод математической индукции.

Математическая индукция в матема-
тике — один из методов доказательства. 
Она используется, чтобы доказать спра-
ведливость некоторого утверждения для 
всех натуральных чисел. 

Например, 1) доказать, что для любого 
натурального n  справедливо равенство 

2 11 2 2 ... 2 2 1n n      ; 
2) доказать, что для любого натураль-

ного n  значение выражения 4 15 1n n   
делится на 9; 

3) доказать, что при любом натуральном 
1n   верно неравенство

1 1 1 13
...

1 2 2 24n n n
   

 
.
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Во всех этих утверждениях присутст-
вует переменная величина n , которая 
принимает только натуральные значения.  

Теорема. Если утверждение ( )A n , 
содержащее натуральную переменную, 
верно при 1n   и из того, что оно верно 

при n k  следует, что оно верно и при  
1n k  , то оно будет верно при всех 

натуральных значениях n . 

Чтобы доказать некоторое утвержде-
ние, проверяют сначала его справедли-
вость для 1n  . Затем доказывают, что 
при любом натуральном значении k  из 
справедливости рассматриваемого ут-
верждения при n k  вытекает его спра-
ведливость и при 1n k  . Тогда утверж-
дение считается доказанным для всех n . 

В самом деле, утверждение справед-
ливо при 1n  , но тогда оно справедливо 
и для следующего числа 1 1 2n    . Из 



159

справедливости утверждения для 
2n   следует его справедливость для 
2 1 3n    . Отсюда следует справедли-

вость утверждения для 4n   и т. д. В кон-
це концов дойдем до любого натурально-
го числа n . Значит, утверждение верно 
для любого n .

Пример: 1. Докажем, что для любого 
натурального числа n  верно равенство 

( 1)
1 2 3 ...

2
n nn  

     . Обозначим это 

равенство (1).
Доказательство. Проверим, верно ли 

равенство (1) при 1n  . Для этого найдем 
значение выражения в левой части ра-
венства (1) — оно равно 1 и в правой час-

ти равенства 
( 1) 1 2

1
2 2

n n  
  . Значит, 

при 1n   равенство (1) верно.

2) Допустим, что равенство (1) верно при 

n k , т. к. 
( 1)

1 2 3 ... .
2

k kk  
    
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3) Докажем, что равенство (1) верно и 
при 1n k  , т. е. убедимся, что верно ра-
венство:

( 1) ( 2)
1 2 3 ... ( 1)

2
k kk k   

       . 

Действительно, используя допущение и 
выполнив преобразования, получим: 

( 1)
1 2 3 ... ( 1) ( 1)

2
k kk k k 

           

( 1) 2 ( 1) ( 1) ( 2)
.

2 2
k k k k k       

   Зна-

чит, равенство 
( 1)

1 2 3 ...
2

n nn  
      

верно для любого натурального числа n. 

Пример: 2. Докажем, что для любого 
натурального числа n  значение выраже-
ния  26 1n   делится на 35.

Доказательство. 1) Проверим, вер-
но ли, что при 1n   значение выражения  
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26 1n   делится на 35. Действительно, оно 
равно 35, а 35 делится на 35.

2) Допустим, что 26 1n   делится на 35 
при n k , т. е. 2(6 1) : 35.k 

3) Докажем, что 26 1n   делится на 35 и 
при 1n k  , т. е. убедимся, что верно 

2( 1)(6 1) : 35k  . 
Действительно, 2( 1) 2 26 1 6 1 36k k      
2 2 26 1 (6 1) 35 6k k k      . Значение полу-

ченной суммы делится на 35, так как каж-
дое слагаемое этой суммы делится на 35. 
Значит, для любого натурального числа n 
значение выражения 26 1n   делится на 35. 

Пример: 3. Докажем справедливость 
неравенства 2n n  для любого натураль-
ного числа n . 

Доказательство.
1) Проверим, что при 1n   неравенство  

12 1  верно. Оно верно, так как 2 1 .
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2) Допустим, что неравенство 2n n  вы-
полняется для натурального числа n k , 
т. е. неравенство 2k k  верно. 

3) Докажем, что это же неравенство 
верно и для следующего натурального 
числа 1k  , т. е. докажем справедливость 

неравенства 12 1k k   .
Действительно, так как 2k k  (по пред-

положению), то умножив обе части верно-
го неравенства на 2, получим верное не-
равенство: 2 · 2k  > 2k  или 2k +1 > k  + k .

Поскольку k  натуральное число, то  
2k k . Если 1k  , то неравенство (*) при-
мет вид: 12 1k k   , что и требовалось до-
казать.

Если 1k  , то, прибавив к обеим частям 
неравенства одно и то же число k , полу-
чим верное неравенство 1k k k   . Ис-
пользуя это неравенство и неравенство 
(*), получим 12 1k k   .

Значит, неравенство 2n n  верно для 
любого натурального числа n . 
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Пример: 4. Докажем, что число диаго-
налей выпуклого n -угольника можно вы-

числить по формуле 
( 3)

2
n n 

. 

Решение. Самое маленькое число сто-
рон выпуклого многоугольника равно 3, 
поэтому будем доказывать формулу для   

3n  .
1) Проверим, верно ли, что при 3n   

утверждение справедливо, т. е. число диа-
гоналей выпуклого треугольника можно 
вычислить по формуле. Действительно, 
при 3n   значение выражения 

( 3) 3(3 3)
2 2

n n  
  — это верно, так как в 

треугольнике нет диагоналей.
2) Допустим, что утверждение верно при  

n k , т. е. число диагоналей выпуклого 
k -угольника можно вычислить по форму-

ле 
( 3)

2
k k 

. 
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3) Докажем, что утверждение верно и 
при 1n k  , т. е. убедимся, что число диа-

гоналей выпуклого ( 1)k  -угольника мож-

но вычислить по формуле 
( 1)( 2)

2
k k 

. 

Пусть 1 2 3 4 1... k kA A A A A A   — выпуклый  

( 1)k  -угольник (рис. 7). Проведем в нем 

диагональ 1 kA A  (ее не было в k -угольни-
ке). 

A3

Ak + 1

A2

A1

A4

Ak

Рис. 7
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Чтобы подсчитать общее число диаго-
налей ( 1)k  -угольника, нужно подсчитать 
число диагоналей в k -угольнике 

1 2 3 4 ... kA A A A A , прибавить к полученному 

числу 2k  , т. е. число диагоналей ( 1)k  -

угольника, исходящих из вершины 1kA  , и, 
кроме того, следует добавить диагональ  

1 kA A .

Таким образом, получим 
( 3)

(
2

k k
k


 

2( 3) 3 2 2
2) 1 1

2 2
k k k k kk

   
      

2 2 ( 1)( 2)
.

2 2
k k k k   

   Значит, утверж-

дение верно для любого выпуклого 
n -угольника. 

1. При доказательстве каких утвержде-
ний можно использовать метод матема-
тической индукции?
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A

7.1. Докажите методом математической 
индукции для арифметической и гео-
метрической прогрессий формулы: 

1) 1 ( 1);na a d n  

2) 1
1

n
nb b q   .

7.2. Докажите, что для всех натуральных 
чисел выполняется равенство:

1) 2 2 2 2 2 ( 1)(2 1)
1 2 3 4 ... ;

6
n n n

n
 

       

2) 
2 2

3 3 3 3 ( 1)
1 2 3 ... .

4
n n

n


    

7.3. Методом математической индукции 
докажите, что для всех натуральных 
чисел верно равенство:

1) 2 4 6 ... 2 ( 1);n n n     

2) 21 3 5 ... (2 1) ;n n     



167

3) 1 1 1
1 2 3 4 ... ( 1) ( 1) ;

2
n n nn             

4) 1 2 2 3 3 4 ... ( 1)n n          

( 1)( 2)
.

3
n n n 



7.4. Докажите, что 3n n  делится на 3 при 
любом натуральном n . 

7.5. Методом математической индукции 
докажите, что для всех натуральных 
чисел верно равенство:

1) 2 2 2 21 3 5 ... (2 1)n      

(2 1)(2 1)
;

3
n n n 



2) 2 2 2 2 2 1 21 2 3 4 5 ... ( 1)n n         

1 ( 1)
( 1)

2
n n n 

  .
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7.6. Подберите формулу для нахождения 
значения суммы и докажите методом 
математической индукции, что она вер-
на для всех натуральных чисел: 

1) 1 2 2 5 3 8 ... (3 1);n n       

2) 1 4 2 7 3 10 ... (3 1)n n        .

7.7. Методом математической индукции 
докажите, что для всех натуральных 
чисел: 

1) 7 6 2n n   делится на 5; 

2) 7 3 3n n   делится на 4;

3) 15 6n   делится на 7; 

4) 9 3n   делится на 4. 

B

7.8. Найдите значение суммы:

1) 
1 1 1

... ;
1 3 3 5 (2 1)(2 1)n n

  
   
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2) 
1 1 1

... .
1 4 4 7 (3 2)(3 1)n n

  
   

7.9. Докажите, что при любом n N  вы-
полняется равенство:

1) 1 3 2 5 3 7 ... (2 1)n n         

( 1)(4 5)
;

6
n n n 



2) 2 2 3 5 4 8 ... ( 1)(3 1)n n          

2(2 5 1)
2

n n n 
 .

7.10. Методом математической индукции 
докажите, что при четном n N :

1) 7 5n n  делится на 24; 

2) 5 3n n  делится на 16. 
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7.11. Докажите, что при любом натураль-
ном n  значение выражения:

1) 21 16 4n n   кратно 17;

2) 15 7 7n n   кратно 8; 

3) 13 9 3n n   кратно 10;

4) 5 7 9n n   кратно 4.

7.12. Докажите, что при любом нечетном 
натуральном n  значение выражения:

1) 5 2n n  кратно 7; 

2) 5 11 2n n   кратно 6. 

7.13. Докажите, что любой член числовой 
последовательности ( )na , для которой:

1) 3 35na n n   делится на 6; 

2) 3 17na n n   делится на 6; 

3) 4 15 1n
na n    делится на 9; 

4) 7 3 1n
na n    делится на 9. 
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C

7.14. Докажите неравенство: 

1) 4 7 5n n   при n N ; 

2) 2 5 1n n   при n N , 5n  .

7.15. Докажите, что при любом натураль-
ном n  значение выражения: 

1) 5 2 3 5n n    кратно 8;
2) 5 3 2n n n   кратно 4. 

7.16. Докажите, что выполняется нера-
венство:

1) 3 2 ;n n n   при любом n N ; 

2) 1 23 2n n n    при любом n N , 5n  .

7.17. Докажите, что n  различных прямых, 
лежащих в одной плоскости и проходя-
щих через одну общую точку, делят 
плоскость на 2n  частей.
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7.18. 1) Последовательность ( )na  задана 

рекуррентно: 1 3,a   1 7 3.n na a    

Докажите, что 
7 1

2

n

na 
 .

2) Последовательность ( )na  задана ре-

куррентно: 1 4,a   1 3 2.n na a    

Докажите, что 3 1na n   при 2n  .

7.19. Методом математической индукции 
докажите, что для всех натуральных чи-
сел верно неравенство:

1) 32 ;n n   

2) 22 2 5;n n     

3) 1 1 1 1
...

1 2 2 2n n n
   

 
.
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Подготовьте сообщение 
об ученом-математике 

Осознание метода ма-
тематической индукции, 
как отдельного важного 
метода, восходит к Бле-
зу Паскалю (1623—1662), 
хотя отдельные случаи 
применения встречают-
ся у Евклида (ок. 300 г. 
до н. э). 

Название метода было 
введено шотландским математиком де 
Морганом в 1838 г.

Де Морган 
(1806–1871)
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П

7.20. Предприниматель положил в ком-
мерческий банк некоторую сумму денег 
под фиксированный процент годового 
дохода. Через два года сумма вклада 
увеличилась на 60 000 тг, а за третий 
год еще на 49 000 тг. Найдите первона-
чальную сумму вклада. 

7.21. Если двузначное число разделить на 
значение произведения его цифр, то в 
частном получится 3, а в остатке 9. Если 
к значению суммы квадратов цифр это-
го числа прибавить значение произве-
дения его цифр, то получится это же 
число. Найдите это число. 

7.22. Решите уравнение 2 4 6 ...     
930x  . 
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7.23. Значение суммы трех после -
довательных чисел геометрической 
прогрес сии равно 114. Эти числа мож-
но рассматривать как первый, четвер-
тый и двадцать пятый члены арифмети-
ческой прогрессии. Найдите эти числа.  

7.24. Решите уравнение:

1) 2 22( 1) 3 3 1 0;x x x x     

2) 2 22(2 3 1) 10 15 9 0.x x x x     

7.25. Найдите область определения функ-
ции: 

1) 
2 4 3 2

;
5 2 1

x xy
x x

 
 

 
 

2) 
2 5 6 1
7 3

x xy
x x

 
 


.
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Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

7.26. На координатной плоскости с цент-
ром в начале координат постройте 
окружность радиусом 2 см. Постройте 
центральные углы в 30°, 45°, 90°, 150°. 

7.27. На координатной плоскости с цент-
ром в начале координат постройте 
окружность радиусом 4 см. Постройте 
дугу с начальной точкой на положитель-
ной оси Ox  в 30°, –45°, – 90°, 150°.
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Проверь себя!

1.  na  — арифметическая прогрессия. 

Найдите а 4, если а 1 = 10, d  = –0,1:

А) 9,7;    C) –97;      E) –10,3.
B) 97;   D) 10,3; 

2.  nb  — геометрическая прогрессия. 

Найдите b 6, если b 1 = 4, q  = 1
2

:

А) –0,125;   C) 1,25;     E) –1,25.
B) 0,125;    D) 12,5; 

3. Найдите сумму бесконечной геометри-
ческой прогрессии: 12; 6; ... :

А) 6;     C) 24;      E) 12.
B) –12;    D) –24;  

4. Найдите сумму 100 первых членов по -

следовательности  nx , если х n  = 2n  + 1: 

А) 20 400;  C) 102;     E) 10 200.
B) 1200;    D) 1020; 
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5.  nb  — геометрическая прогрессия, 

b 1 = 625, q  = 1
5

. Найдите S 5:

А) –781;    C) 871;     E) –10.
B) 781;    D) –871; 

6. Арифметическая прогрессия: 10; 8; … . 
Найдите S 10:

А) 190;    C) 10;      E) –10.
B) –190;    D) 1; 

7. Найдите двадцать пятый член арифме-
тической прогрессии: –3; –6; …:

А) 69;    C) 75;     E) –75.
B) –69;    D) –72; 

8. Вычислите S 4, если  nb  — геометри-

ческая прогрессия, b 1 = 1, q  = 3: 

А) 81;    C) 80;      E) –40.
B) 40;    D) –80; 
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9. Найдите восьмой член геометрической 

прогрессии  nb , если b 1 = 32, q  = 1
2

:

А) 1
2

;     C) 1
4

;    E) 64.

B) 1
4

 ;    D) – 
1
2

;

10.  na  — арифметическая прогрессия и 

а 1 = –10, d  = 2. Найдите S 5:

А) –28;    C) 70;    E) 39.
B) –70;    D) –30; 

11. Найдите десятый член арифметичес-
кой прогрессии: 3; 7; … :

А) –36;    C) –33;    E) 39.
B) 36;    D) 33; 

12. Сумма первых шести членов арифме-
тической прогрессии равна 9, разность 
между четвертым и вторым членами 
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равна 0,4. Найдите первый член про -
грессии:

А) 0;     C) 1;    E) 2.
B) –1;    D) –2; 

13. Сумма трех чисел, образующих ариф-
метическую прогрессию, равна 111, 
второе число больше первого в 5 раз. 
Найдите эти числа: 

А) 10; 50; 61;     D) 8; 40; 63; 
B) 8,5; 42,5; 60;    E) 7,4; 37; 66,6.
C) 9,4; 47; 54,6;

14. Найдите разность арифметической 
прогрессии, если а 21 = 15, а 1 = 5: 

А) 1,5;   C) 0,5;      E) –0,5.
B) –1;    D) 1; 

15. Найдите сумму всех натуральных чи-
сел от 2 до 102 включительно: 

А) 2626;   C) 4040;     E) 10504.
B) 5256;   D) 5252;
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16. Вычислите сумму: 1 8 13 33
...

5 15 15 15
    :

А) 15,4;   C) 60,8;     E) 8,4.
B) 120;   D) 63,8;

17. Найдите сумму бесконечно убываю-
щей геометрической прогрессии, если  
b 1 = 2 и q  = 0,875: 

А) 18;    C) 32;   E) 100.
B) 16;   D) 64;  

18. Найдите сумму бесконечно убываю-
щей геометрической прогрессии 9; –3; 
1; … : 

А) 6,75;   C) –27;   E) 1
3

.

B) 4
6

9
 ;   D) 81;

19. Дана геометрическая прогрессия 1
2

; 

1
3

; … . Найдите 6

4

b
b

:
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А) 3
5

;    C) 5
9

;   E) 2
3

.

B) 7
9

;    D) 4
9

; 

20. Найдите сумму членов бесконечной 
геометрической прогрессии 8, 4, …: 

А) 8;    C) 15;   E) 16.

B) 12;   D) 255
16

;
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Глава ІI

ТРИГОНОМЕТРИЯ

§ 8. Градусная и радианная мера 
углов и дуг 

Вы познакомитесь с понятием радиан-
ная мера угла; научитесь переводить 
градусы в радианы и радианы в градусы; 

отмечать числа 
3

0; ; ; ; 2
2 2
    на единичной 

окружности.

Вы знаете

Угол — это геометрическая фигура, об-
разованная двумя лучами, исходящими из 
одной точки (рис. 8).

Рис. 8
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Угол также можно определить как фи-
гуру, которая получается в результате по-
ворота луча относительно его начала (рис. 
9). Действительно, начальное и последнее 
положение луча дает ту же геометричес-
кую фигуру, которую до этого назвали уг-
лом. 

Рис. 9

Поворот одного и того же луча мож-
но выполнить в двух противоположных 
направлениях. Обычно повороты против 
движения часовой стрелки считаются по-
ложительными, а повороты по направле-
нию движения часовой стрелки — отри-
цательными (рис. 10). 

Угол   считается положительным, 
если он образован поворотом луча про-
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тив движения часовой стрелки, и отрица-
тельным, если он образован поворотом 
луча по направлению движения часовой 
стрелки (рис. 10).

Рис. 10

+

-

Выполним вокруг точки О  поворот луча 
О А  на угол  . Получим луч О B  (рис. 11).

Рис. 11

B

A
O

360  


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Этот же луч О B  получим, если совер-
шим поворот луча О А  на угол  , да еще 
любое целое число поворотов в положи-
тельном или в отрицательном направле-
нии (рис. 11).

Следовательно, углу AOB    соот-
ветствует бесчисленное множество углов 
как положительных, так и отрицательных, 
которые получаются по формуле 

360 k     (где k  — любое целое чис-
ло, т.е. 0,k   1, 2, 3, ...   ).

Пример: 1. Если луч повернуть вокруг 
точки О  в положительном направлении на 
угол 20°, то такому положению луча соот-
ветствуют положительные углы: 20°, 380°, 
740°, ... или отрицательные углы: –340°, 
–700°, ... . 

Все полученные углы можно записать с 
помощью формулы 20 360 k       при 

1, 2, 3, ...k   для положительных уг-
лов, при 1, 2, 3, ...k      для отрица-
тельных углов. 
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Если луч повернуть в отрицательном 
направлении на угол 40°, то такому поло-
жению луча соответствуют: отрицатель-
ные углы: –40°, –400°, –760°, ... или поло-
жительные углы: 320°, 680°, ... . 

Все полученные углы можно записать с 
помощью формулы 40 360 k       при 

1, 2, 3, ...k   для положительных углов, 
при 0, 1, 2, 3, ...k      для отрицатель-
ных углов.

Вы знаете

Из курса геометрии вы знаете, что дли-
на дуги окружности, как и величина угла, 
измеряется в градусах.

Угол, градусная мера которого равна  
1

360
 части от полного угла, полученного в 

результате поворота вокруг точки О  про-
тив часовой стрелки, равен одному гра-
дусу. Пишут 1°.
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Совершив полный поворот вокруг точки 
О против часовой стрелки, получим угол 
360°, а совершив один полный поворот 
вокруг точки О  по часовой стрелке, полу-
чим угол –360° (рис. 12). 

R

  = 360°

R

  = –360°

Рис. 12
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Напомним, что 1 (минута) равна 
1

60
 от 

1°, 1 (секунда) равна 
1

60
 от 1. 

В математике, физике, астрономии и 
других науках широко применяется дру-
гая мера углов — радианная.

Часто за единицу длины дуги окружно-
сти принимают длину дуги, равную длине 
радиуса этой окружности (рис. 13).

R R

RO


Рис. 13

Пример: 2. Если сказано, что «величина 
дуги АВ равна 2,3», то это означает, что 
построенная дуга окружности содержит 
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2,3 дуги, длиной, равной длине радиуса 
окружности (рис. 14).

R
0,3R

А

R
B

R
O

Рис. 14

Если в качестве единицы длины дуги 
взять длину радиуса R , то он содержится 
в окружности 2  раз, так как длина окруж-
ности вычисляется по формуле 2C R , 
где R  длина радиуса окружности.

Такое измерение длины всей окружно-
сти или длины ее дуги называется изме-
рением в радианах.

Таким образом, в качестве радианной 
меры длины дуги  или величины угла   бе-
рется отношение длины дуги окружности 
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, образующей угол  , к длине ее радиуса 
R  (рис. 15). Тогда радианную меру угла  , 
соответствующего дуге окружности дли-
ной , можно записать так:

,
l
R

   где  – длина дуги окружности,

R  — длина радиуса этой окружности, 
  — величина угла, соответствующего 

дуге окружности.

Рис. 15

R


Если  = R , тогда радианная мера угла 
будет равна 1. Такой угол называется уг-
лом в 1 радиан (рис. 16).
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Рис. 16

R

 = 1 рад

R

R



Величина центрального угла, опи-
рающегося на дугу, длиною, равной 
длине радиуса окружности, называется 
1 радианом.

1 радиан сокращенно записывают: 
1 рад.

Радиан (от лат. radius — «луч», «ра-
диус») — основная единица для измере-
ния плоских углов в математике.

Поскольку в окружности содержится  
2  дуг, каждая длиной, равной длине ра-
диуса, то полный угол и длина всей окруж-
ности равны по 2  рад (рис. 17). 
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R

  = 2  рад

Рис. 17

Радианная мера полуокружности и раз-
вернутого угла равны по   рад (рис. 18). 

R

  =   рад

Рис. 18

Поскольку градусная мера дуги полуок-
ружности равна 180°, а радианная —   
рад, то: 
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1) градусная мера дуги и величина угла 

в один радиан равна 
180


, т. е. 

1рад 
180

57 17 45 ;


   

2) радианная мера дуги и величина угла 

в один градус равна 
180


, т. е. 

1
180


   рад 0,017  рад.

Величину любого угла, заданного в гра-
дусной мере, можно перевести в радиан-
ную и, наоборот, величину угла, заданно-
го в радианной мере, можно перевести в 
градусную меру. 

Пусть  — градусная мера некоторого 
угла, а  — радианная мера того же угла; 
тогда справедлива следующая пропор-
ция: 

: 180 : .a   
Из этой пропорции выразим а  рад и . 
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Получим формулы: 

а  рад ,,
180180





                      (1)

180180
.

a

  

                         (2)

С помощью формулы (1) переведите в 
радианы углы: 30°, 45°, 60°, 90°, 120°, 

135°, 150°, 180°, 270°, 360°. 

Ниже приведена таблица радианной и 
градусной мер некоторых наиболее часто 
встречающихся углов (табл. 1). 

Таблица 1

 30° 45° 60° 90° 120°

a рад 6


4


3


2
 2

3


 135° 150° 180° 270° 360°
a рад 3

4


5
6


 3
2
 2
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Как, используя свойства углов и сторон 
прямоугольного треугольника, без 
транспортира построить на окружнос-

ти точки, соответствующие углам 0°, 30°, 45°, 
60°, 90° (рис. 19)?

R

R

O x

y

30° 0(0°)

(60 )
3




(45 )
4




(30 )
6




1
2

R

(90 )
2




Рис. 19
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На окружности (рис. 20) отмечены точ-
ки, соответствующие наиболее часто 
встречающимся углам (в градусах и ра-
дианах).

0(0°)

(60 )
3




(45 )
4




(30 )
6




O

I

I V

I I

I I I

(90°)

(270°)

5
(300 )

3



3

(
2


4
(240 )

3




5
(225 )

4




7
(210 )

6




(180 ) 

5
(150 )

6




3
(135 )

4




2
(120 )

3


 2


2 (360 ) 
11

(330 )
6




7
(315 )

4




Рис. 20
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Пример: 3. Найдем приближенное зна-
чение в радианах величины угла 30°. 

Решение. Поскольку 30
6


   (рад), 

то 
3,14

30
6

   (рад) 0,52  (рад),

3,1416
30

6
   (рад) 0,5236  (рад). 

Ответ: 0,52  рад, 

0,5236  рад и т. д.

Пример: 4. Найдем приближенное зна-
чение в градусах величины угла a  = 0,3 
рад.

Решение. Используя формулу 
180a

 

  , получим

180 0,3 54
17 .

3,14



  

    

Ответ: 17 . 
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Для быстрого перевода любых углов из 
градусной меры в радианную или из ра-
дианной меры в градусную меру во всех 
справочниках по математике имеются 
соответствующие таблицы.

Пример: 5. Найдем все числа (величины 
углов), которые соответствуют точке tP  
числовой окружности (рис. 21). 

Ответы: 

1) 2
4

t k   , k  — любое целое число; 

2) 2
2

t k   , k  — любое целое число; 

3) 2
2

3
t k   , k  — любое целое число.
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xO

Pt

y

1)

xO

Pt

y

2)



201

xO

Pt

y

3)

Рис. 21

Проверьте правильность приведенных 
ответов предыдущего примера. 

1. Какие углы считаются положительны-
ми, какие — отрицательными?
2. В каких единицах измеряют углы?

3. Как перевести радианную меру угла в гра-
дусную и наоборот?
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A

8.1. Запишите с помощью   радианную 
меру угла, если его градусная мера рав-
на:
1) 30°; 2) 45°; 3) 60°; 4) 90°; 5) 150°; 
6) 180°. 

8.2. Запишите градусную меру угла, если 
его радианная мера равна:

1) ;
4


 2) 
3

;
4


 3) ;
3


 4) 
2

;
3


 5) 
5

;
6


 6) 
2


.

8.3. 1) Запишите с помощью   в радианах 
углы равнобедренного прямоугольного 
треугольника;
2) запишите с помощью   в радианах 
углы равностороннего треугольника;
3) запишите с помощью   в радианах 
углы прямоугольника.
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8.4. Выразите в градусах угол поворота:

1) 1 рад;     4) –4,2 рад;
2) 0,4 рад;    5) –3,5 рад;
3) 2,3 рад;    6) –10 рад.

8.5. Выразите в радианах заданные в гра-
дусах углы:
1) 24°;     4) 1025°;
2) 240°;     5) 2040°;
3) 154°;     6) 2405°.

8.6. Углом какой четверти является угол 
 , если:

1) 
5

;
3
     3) 

16
;

5
 

2) 
9

;
4
     4) 

17
6
  ? 
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B

8.7. 1) Радианная мера одного из углов 
ромба равна 0,2 . Найдите радианные 
меры остальных углов ромба.
2) Радианная мера одного из углов ром-
ба равна 0,7 . Найдите радианные меры 
остальных углов ромба.  

8.8. 1) Радианная мера одного из углов 

равнобокой трапеции равна 
6


. Найди-

те радианные меры остальных углов 
трапеции. 
2) Радианная мера одного из углов рав-

нобокой трапеции равна 
2
3


. Найдите 

радианные меры остальных углов тра-
пеции. 
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8.9. Найдите радианную меру угла, смеж-
ного углу, содержащего радиан: 

1) ;
4


   3) ;
2


   5) 
4

;
9


2) ;
6


   4) 
3

;
4


   6) 
7
11


.

8.10. Представьте в виде 0 2 n     (где 

00 2    и n  — целое число) угол  :

1) 2,5 ;       4) 19,7 ;  

2) 14,3 ;      5) 
13

;
4

  

3) 2,2 ;       6) 
23

.
6

  

8.11. В какой четверти находится угол по-
ворота  , если: 

1) 3,7 ;      2) 4,2 ; 
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3) 3,2 ;      5) 
14

;
5

  

4) 9,8 ;      6) 
25
7

   ? 

8.12. На единичной окружности отметьте 
точку, соответствующую углу  , равно-
му:

1) 30°;   3) –150°;  5) 420°;
2) 150°;   4) –270°;   6) –300°.

8.13. 1) Выразите в радианах внутренние 
углы равнобедренного треугольника, у 
которого внешний угол при основании 
треугольника равен 130°.
2) Выразите в радианах внутренние углы 
равнобедренного треугольника, у кото-
рого внешний угол при вершине тре -
угольника равен 140°.

8.14. 1) Выразите в радианах внутренние 
углы равнобедренной трапеции, у кото-
рой внешний угол при большем основа-
нии равен 120°.
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2) Выразите в радианах внутренние углы 
равнобедренной трапеции, у которой 
внешний угол при большем основании 
равен 110°.

C

8.15. Верно ли утверждение:

1) если 0 90   , то   — угол первой 
четверти; 
2) если   — угол первой четверти, то 
0 90   ; 

3) если 90 180   , то   — угол вто-
рой четверти;  
4) если   — угол второй четверти, то  
90 180   ?

8.16. Угловая скорость колеса равна 
23 рад/с. Найдите число полных оборо-
тов колеса в минуту. 
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8.17. Какой угол (в градусной и радианной 
мерах) описывает минутная стрелка в 
течение: 

1) 3 ч;    3) 9 ч;
2) 6 ч;    4) суток?

8.18. Постройте на единичной окружности 
точку:

1) 
6

;P    3) 7
6

;P     5) 5
3

;P   

2) 5
6

;P    4) 4
3

;P      6) 5
4

P  .

П

8.19. Покажите штриховкой в координат-
ной плоскости решение системы:

1) 
2 2

2

9,

3;

x y

y x

  


 
  2) 

2 2

2

16,

4;

x y

y x

  


 
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3) 
2 2

2

25,

2;

x y

y x

  


 
  4) 

2 2

2

4,

9.

x y

y x

  


 

8.20. Найдите область определения функ-
ции:

1) 2 3 6;y x x    

2) 22 5 3;y x x  

3) 2 6 8;y x x   

4) 22 6.y x x   

8.21. Найдите значения х , при которых 

функция 
22 1

3 1
xy
x





 принимает значе-

ния, равные 2; 3; 4,5.
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8.22. На диаграмме (рис. 22) указано коли-
чество гвоздик на клумбе.

10
0

20
30
40
50
60
70
80 80

45 40

60

35

90

бе-
лые

ро-
зо-
вые

фио-
лето-
вые

жел-
тые

крас-
ные

Рис. 22

Выберите верное утверждение, если 
А  — количество желтых и розовых гвоз-
дик, В  — количество белых и красных 
гвоздик:

A) ;A B       C) 15 ;A B       E) 10 .A B 

B) 2 ;A B       D) ;A B
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Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

8.23. Найдите значение выражения:

1) 2sin60 3 45 ;tg  

2) 2cos60 3 45 ;ctg  

3) 2sin45 3 60 ;ctg  

4) 2sin30 3 30 .tg  
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§ 9. Синус, косинус, тангенс 
и котангенс произвольного угла. 

Значения синуса, косинуса, 
тангенса и котангенса углов

Вы ознакомитесь с определениями три-
гонометрических функций; 
узнаете о взаимосвязи координат точек 

(cos  ; sin  ) единичной окружности с тригоно-
метрическими функциями.

До сих пор вы изучали алгебраические 
функции: ;y ax b   2 ;y ax bx c    ny x  
и др., которые записывались с помощью 
алгебраических операций: сложения, вы-
читания, умножения, деления, возведения 
в степень, извлечения квадратного кор-
ня. Но многие жизненные ситуации часто 
описываются и функциями другого типа, 
например, тригонометрическими функ-
циями.

Для введения тригонометрических 
функций, кроме числовой прямой, нам 
потребуется числовая окружность. 
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Вспомните, что такое числовая прямая. 
Назовите координаты точек М , О , Е , K

(рис. 23).

10 3 x

M O E K

1
2



Рис. 23

Вы знаете

Вам известно, что числовая прямая за-
дается прямой, с указанием на ней: 1) на-
чальной точки О , 2) единичного отрезка 
и 3) положительного направления. Любое 
действительное число можно отметить 
точкой на этой прямой и обратно — каж-
дой точке числовой прямой соответствует 
некоторое действительное число.

Также вам известно, что координата лю-
бой точки на числовой прямой выражается 
положительным или отрицательным чис-
лом в зависимости, где эта точка располо-
жена относительно начальной точки О .
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Числовой окружностью называет-
ся окружность, на которой указана на-
чальная точка, единичная дуга, поло-
жительное направление.

Для построения числовой окружности 
надо:

1) построить окружность;
2) отметить начальную точку;
3) принять за единицу длину дуги, рав-

ную длине радиуса окружности;
4) принять направление против движе-

ния часовой стрелки за положительное, 
по часовой стрелке — за отрицательное 
(рис. 24).

O

R

A
начальная 
точка

B

Рис. 24
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По аналогии с числовой прямой, дейст-
вительное число z  можно отметить такой 
точкой В  на числовой окружности, кото-
рая является концом дуги AB z  рад. Это 
число называют круговой координатой 
точки В  и пишут ( )B z .

Нетрудно понять, что таким путем всяко-
му действительному числу будет постав-
лена в соответствие определенная точка 
окружности. Так, числу 0 будет соответст-
вовать начальная точка А , числу 1 будет 
соответствовать точка Е  — конец дуги 

1AE   рад, числу 2 будет соответствовать 
точка F  — конец дуги 2AF   рад, числу 6,5 
будет соответствовать точка, служащая 
концом дуги в 6,5 рад (при условии, что 
началом дуги является А ). Всякому отри-
цательному числу будет соответствовать 
точка, служащая концом отрицательной 
дуги. Например, числу 2z    будет соот-
ветствовать точка F  —конец отрицатель-
ной дуги 2AF     рад (рис. 25).
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Рис. 25

2

O
A

–2

1

E

R=1

F

F'

начальная 
точка

1. В чем сходство и в чем отличие чис-
ловой прямой и числовой окружности? 

2. Каждому ли действительному числу соот-
ветствует единственная точка на числовой 
прямой (на числовой окружности)?
3. Каждой ли точке числовой прямой (число-
вой окружности) соответствует единственное 
действительное число?

Каждой точке В  числовой окружности 
соответствует бесконечное множество 
действительных чисел.

В курсе геометрии были определены 
синус, косинус и тангенс острого угла  .
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с

b

a

Рис. 26

Вспомните, что называется sin , 
cos , tg , ctg , где   острый угол пря-

моугольного треугольника (рис. 26).

sin ,sin ,
a
c

     cos ,cos ,
b
c

     ,,
a

tgtg
b

    

..
b

ctgctg
a

 
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Насир эд-Дин 
(1201–1274)

Д Благодаря работам 
знаменитого араб-

ского ученого Насир эд-
Дина тригонометрия ста-
новится самостоятельной 
научной дисциплиной. 
Насир эд-Дин рассмот-
рел все случаи решения 
плоских и сферических 
треугольников.

Слово «тригонометрия» составлено из 
двух греческих слов: тригонон — «тре -
угольник» и метрео — «измеряю». 

Введем определения для угла   произ-
вольной величины. Для этого сначала 
рассмотрим числовую окружность, пост-
роенную в системе координат.

В прямоугольной системе координат 
построим окружность с центром в начале 
координат (рис. 27).

Например, если конец подвижного ра-
диуса О В  — точка В  лежит во II четвер-
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ти, то угол   заканчивается во II четверти 
(рис. 28).

xO
А

y

Рис. 27

Рис. 28

xO
А

В

y

I

IV

II

III


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 Углом какой четверти является угол 
, , ,     (рис. 29)?

x

А

В

O

y



x
А

B

O

y


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x

А

B

y

 
O

Рис. 29

x

А
B

y


O
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Углы, кратные 
2


, не заканчиваются ни 

в какой четверти. 
Пусть при повороте вокруг точки О  на 

угол   начальный радиус О А  займет по-
ложение радиуса О В  (рис. 30).

Используя известные определения си-
нуса, косинуса, тангенса и котангенса 
острого угла для прямоугольного тре -
угольника О В С  (рис. 30), сформулируем 
определения синуса, косинуса, тангенса 
и котангенса для любого угла следующим 
образом.

xx

R

B (x; y)

O C A

y

y


Рис. 30
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Синусом угла   называется отно-
шение ординаты точки В , лежащей на 
окружности, к ее радиусу. 

Косинусом угла   называется отно-
шение абсциссы точки В , лежащей на 
окружности, к ее радиусу.

Тангенсом угла   называется отно-
шение ординаты точки В , лежащей на 
окружности, к ее абсциссе.

Котангенсом угла   называется от-
ношение абсциссы точки В , лежащей 
на окружности, к ее ординате.

Если координаты точки В  обозначим 
буквами х  и у , а длину радиуса окружнос-
ти буквой R , то получим равенства:

sin ;sin ;
y
R

    cos ;cos ;
x
R

    ;
y

tgtg
x

    .
x

ctgctg
y

 
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Для данного угла   отношения: ,
y
R

 ,
x
R

 

,
y
x

 
x
y

 постоянные, поэтому их величина не 

зависит от длины радиуса. Действитель-
но, пусть В 1 является любой точкой, ле-
жащей на подвижном радиусе О В  или на 
его продолжении (рис. 31). 

Рис. 31

x

R

B1 (x1; y1)

y1

O C

y

x C1

B (x; y)

y
x1

R1
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Тогда из подобия треугольников О В С 
и 1 1 1O B C  получим: 

1

1

;
yy

R R
  1

1

;
xx

R R
  1

1

;
yy

x x
  1

1

xx
y y
  

где 1 1R OB , а 1x  и 1y  — координаты точ-

ки 1B . 

Поскольку sin , cos , tg , ctg  не за-
висят от длины радиуса, то рассматри-
вают окружность, длина радиуса которо-
го равна 1. Такую окружность называют 
единичной окружностью.

Таким образом, значения sin , cos , 
tg , ctg  зависят только от величины угла 
 . При этом каждому углу   соответст-
вует единственное значение синуса, коси-
нуса, тангенса (за исключением углов 

,
2

k   где k Z ) и котангенса (за исклю-

чением углов ,k  где k Z ) этого угла.
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Зависимости синуса, косинуса, тан-
генса и котангенса от величины угла 
  называются тригонометрическими 
функциями. 

Обозначение тригонометрических функ-
ций: siny  , cosy  , y tg , y ctg .

Тригонометрические функции можно 
рассматривать как функции, зависящие 
от числа, так как угол наряду с градусной 
мерой имеет и радианную меру. Следо-
вательно, тригонометрические функции в 
  радиан можно рассматривать как три-
гонометрические функции, зависящие от 
числа а . 

Пример: 1. Найдем тригонометричес-
кие функции угла  , конечная сторона ко-
торого проходит через точку окружности 
В  (3; –2) (рис. 32). 
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Решение. 3;x   2y   , поэтому,

9 4 13R    ;  
2 13

sin ;
13

y
R

    

3 13
cos ;

13
x
R

     
2

;
3

ytg
x

     

3
1,5.

2
xctg
y

     

Ответ: 
2 13

sin ;
13

    
3 13

cos ;
13

   

2
;

3
tg    1,5.ctg  

x

В (3; –2)

y

Рис. 32
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Пример: 2. Найдем значения тригоно-
метрических функций углов: 1) 0°; 2) 180°; 
3) 270° (рис. 33).

Решение. 1) Если 0   , то, следова-

тельно sin0 0,   cos0 1,   
0

0 0,tg
R

    

0
0
Rctg    — не существует.

2) Если 180  , x R  , 0y  , то, следо-

вательно OA OB R   и 
0

sin180 0,
R

  

cos180 1;
R

R


     
0

180 0,
ytg
x R

     

180
0

x Rctg
y

    — не существует.

3) Если 270  , то конечная сторона 
угла совпадает с отрицательным направ-
лением оси Oy , поэтому 0x   и y R  .
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Ответ: 1) sin0 0,    cos0 1,   

0 0,tg     0ctg  — не существует. 

2) sin180 0,    cos180 1,     180 0,tg  

180ctg  — не существует; 

3) sin270 1,     cos270 0,    

270 0,ctg     270tg   — не существует.

Рис. 33

xA

y

ROB
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В таблице 2 записаны значения триго-
нометрических функций угла  , заданно-
го в радианах (градусах), которые часто 
применяются при решении задач.

Таблица 2

Угол 


Значение угла в радианах 
(градусах)

Функция 0
(0 ) 6



(30 )

4


(45 )

3


(60 )

2


(90 )

sin 0 1
2

2
2

3
2

1

cos 1 3
2

2
2

1
2

0

tg 0 1
3

1 3 не 
сущ.

ctg не 
сущ.

3 1 1
3

0
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Угол 


Значение угла в радианах 
(градусах)

Функ-
ция 2

3


(120 )

5
6


(150 )


(180 )

3
2


(270 )

2
(360 )

sin 3
2

1
2

0 -1 0

cos 1
2

 3
2

 -1 0 1

tg 3 1
3

 0 не 
сущ. 0

ctg 1
3

 3
не 

сущ. 0 не 
сущ.
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Пример: 3. Вычислим значение выра-
жения: 2cos0 3sin90 4 45tg    .

Решение. Используя составленную таб-
лицу 6, получим:
2cos0 3sin90 4 45 2 1 3 1 4 1 9.tg           

Ответ: 9.

1. Какие функции называются тригоно-
метрическими функциями?
2. Что такое числовая окружность?

3. Что такое синус, косинус, тангенс и котан-
генс произвольного угла?

A

9.1. Какой четверти принадлежит угол 

;
3


 120; 
5

;
6


 289?

9.2. Найдите значения выражений:

1) 2sin30 cos45 ;  
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2) 
1

;
3 3 6

tg ctg 


3) 3cos 2 45 .
3

tg
 

9.3. Начертите единичную окружность с 
центром в начале координат, поверни-
те начальный радиус на угол  , где   
равна:

1) 35 ;      3) 135 ;    5) 80 ; 

2) 75 ;      4) 170 ;     6) 130 . 

9.4. Найдите значение выражения: 

1) 2sin30 2cos45 ;  

2) 3sin60 2cos60 ;  

3) sin30 3 45 ;tg  

4) sin45 2c 60tg  .
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9.5. Чему равно значение выражения: 

1) 2 ;
3 6

tg ctg 
  

2) 
5

3 ;
4 6

tg ctg 


3) 3cos 2sin ;
3 4
 


4) 
3

sin 2c
2 4

tg 
  ?

9.6. Найдите несколько значений  , при 
которых: 

1) sin 0;     4) cos 1; 

2) sin 0,5;     5) cos 0; 

3) cos 1;       6) sin 1   .
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9.7. Найдите несколько значений  , при 
которых:

1) 0;tg     4) 1;ctg 

2) 1;tg     5) 1;ctg  

3) 1;tg      6) 0ctg  .

9.8. Найдите значение выражения: 

1) 2cos0 3 45 sin120 ;tg    

2) sin270 3 180 ;tg  

3) cos90 3sin360 2 180tg    .

9.9. Укажите несколько значений угла  , 
при которых не имеет смысла выраже-
ние: 

1) ;tg    3) 2 ;ctg 

2) ;ctg    4) 2tg  .
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9.10. Чему равны значения выражений:

1) cos180 cos60 2sin45 ;    

2) cos sin 5 5sin
3 6 4 2

ctg   
   ?

9.11. Вычислите:

1) 21
cos60 2sin30 60 45 ;

2
tg ctg      

2) 3cos180 5 270 2 0 60 .ctg tg tg      

B

9.12. Найдите значение выражения:

1) sin cos ;
6 4 3

tg    
 

 

2) sin cos ;
6 3 6

tg     
 

3) cos sin
4 4 3

ctg    
 

.
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9.13. Вычислите значение выражения:

1) sin 2 cos ;
2 4 6

tg     
 

2) sin 3cos ;
6 3 3

ctg     
 

3) cos 2 3sin
4 4 6

ctg    
 

.

9.14. 1) Выразите значение суммы чисел  

3 1
2 2

  через:

1) синусы острых углов; 
2) косинусы острых углов.

9.15. Выразите значение алгебраической 

суммы чисел 
3 2

2 2
  через:

1) синусы острых углов;
2) косинусы острых углов. 
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9.16. Выразите значение алгебраической 

суммы чисел 
3

1
3

  через:

1) тангенсы острых углов; 
2) котангенсы острых углов. 

9.17. Найдите значение выражения 
sin cos  , если: 

1) 0 ;       3) 30 ;  

2) 120 ;      4) 135  .

9.18. Найдите значение выражения:

1) 
2( sin30 cos30 )

;
3cos45 sin45 6 30 60tg ctg

   
    

 

2) 

22 cos 1
3 ;

sin cos
2 3 4

tg

tg

 

  


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3) 
2(cos60 sin60 )

;
sin30 (1 60 )tg

  
   

4) 

2

2

6 3

6 3

tg tg

ctg ctg

 

 

  
 

  
 

.

9.19. Найдите несколько значений  , при 
которых равно нулю значение выраже-
ния: 

1) cos ;tg     3) sin cos  . 

2) sin ;ctg   

9.20. Проверьте, является ли последова-

тельность 
1

,

6
tg   

1
,

sin
3
  

1

6
ctg   арифмети-

ческой прогрессией.
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9.21. Найдите четыре значения  , при ко-
торых: 

1) 
2

sin ;
2

      3) 
3

sin
2

   .

2) 
2

cos ;
2

  

9.22. Найдите четыре значения  , при ко-
торых:

1) cos 0,5;      3) 3ctg   .

2) 3;tg 

9.23. Найдите значение выражения:

1) 2 30 30 cos30 sin30 3 60 ;tg ctg tg       

2) 
4 sin cos

6 6 2
sin 2cos

2

 

 





.
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9.24. Чему равно значение выражения:

1) 2 23 5
2cos 30 3 30 ;

4 4
tg      

2) 2 3 3
2 sin

3 2 4
tg  

  ? 

9.25. Известно, что sin 0,5  . 

1) Верно ли, что 30  ? 
2) Укажите несколько углов, синус кото-
рых равен 0,5. 
3) Укажите в общем виде все углы, си-
нус которых равен 0,5.

9.26. Известно, что 
2

cos
2

  .

1) Верно ли, что 45  ? 
2) Укажите несколько углов, косинус ко-

торых равен 
2

2
.
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3) Укажите в общем виде все углы, си-

нус которых равен 
2

2
.

9.27. Возможно ли равенство:

1) sin 2cos 3;  

2) 3sin 2cos 5;  

3) sin 7cos 8;   

4) sin 2cos 1   ?

9.28. Сравните значения выражений  
2cosA   и 3B tg , если: 

1) 30 ;       3) 60  .

2) 45 ;    
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C

9.29. В какой четверти находится угол  , 
если:

1) sin cos 1,3;     

2) sin cos 1,3   ?

9.30. Имеет ли смысл выражение:

1) sin150 ;    3) cos120 ;

2) cos180 ;     4) 180tg  ?

9.31. Сравните значения выражений  
3sinA    и 2cosB   , если:

1) 30 ;      3) 60  .

2) 45 ;    
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Подготовьте сообщение об ученых 
математики и астрономии

1) В середине XVIII в.
благодаря швейцарскому 
математику Леонарду Эй-
леру, тригонометрия при-
няла современный вид. 
Ученый разработал ее 
как науку о тригономет-
рических функциях, ввел 
записи sinx, tgx, сто-
роны Δ А В С  обозна -
чил через а , b , с  и углы, 
противоположные этим 
сторонам, соответст-
венно через А, В, С.

Л. Эйлер рассматри-
вал тригонометричес-
кие функции аргумен-
та х  — радианной меры 
соответствующего угла, 
давая этому аргумен-
ту различные значения: 

Леонард 
Эйлер 

(1707–1783)

Региомонтан 
(1436–1476)
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положительные, отрицательные и даже 
комплексные. Он же ввел и обратные три-
гонометрические функции.
2) Выдающийся немецкий астроном XV 
века Региомонтан составил таблицу сину-
сов плоских углов с точностью до седь-
мой значащей цифры.

П

9.32. Найдите значение суммы и значение 
произведения корней уравнения: 

1) 23 5 27 0;x x    

2) 25 7 1,2 0;x x  

3) 23,5 7,6 1 0x x   . 

9.33. Решите неравенство и укажите наи-
большее целое решение неравенства:

1) 
2

2

4 5
0;

( 3)
x x

x
 



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2) 
2

4

4 5
0;

( 2)
x x

x
 




3) 2

7 9
1

35 6 xx x
 

 
.

9.34. Выясните, является ли функция чет-
ной или нечетной, и постройте ее гра-
фик. 

1) 2 6 2;y x x           3) 2

2
;

1
y

x




2) 22 4 1;y x x           4) 
2 1xy
x


 .

9.35. Найдите все целые положительные 
значения переменной х , удовлетворяю-
щие двойному неравенству:

1) 
2

1 6;
5
x

x


 


   2) 
8

1 3
1

x
x


  


. 
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9.36. На координатной плоскости изобра-
зите множество решений системы не-
равенств: 

1) 
2 6,

1 3;
x
y

 
  

   3) 
0 4,

3 ;
x

y x
 

  

2) 
1 3,
1 4;

x
y

  
  

   4) 2

2 2,

1.

x

y x

  


 

9.37. Фермер и его сын выполнили неко-
торую работу за 6 часов. За сколько 
часов каждый из них мог бы выполнить 
эту работу, если сын затратил на нее на 
5 ч больше, чем отец?
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Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

9.38. Найдите множество значений функ-
ции:

1) 2 4 1;y x x       3) 1 1;y x  

2) 2 2 3;y x x       4) 2 1 .y x  

9.39. На одной координатной плоскости 
постройте график функции и найди-
те координаты их точек пересечения 
(приближенно):

1) 2 2y x x   и 2;y x   

2) 2 4y x x    и 2 2.y x   



249

§ 10. Тригонометрические 
функции и их свойства

Вы научитесь находить с помощью еди-
ничной окружности область определе-
ния и множество значений тригономет-

рических функций; объяснять с помощью 
единичной окружности четность (нечетность), 
периодичность, монотонность и промежутки 
знакопостоянства тригонометрических функ-
ций.

Области определения и множество 
значений тригонометрических функций

Поскольку sin  — это ордината точки 
единичной окружности, а cos   — это 
абсцисса точки единичной окружности, то 
при любых значениях аргумента   функ-
ции siny  , cosy   имеют определен-
ные значения. Следовательно, области 
определения этих функций будут число-
вые промежутки  ;   .
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Области определения функций 
siny  , cosy   —  ;   .

Причем, какое бы значение   не при-
нимало, sin  и cos  не превышает 1 и не 
меньше –1, потому что и абсцисса, и орди-
ната точки В  — конца подвижного радиу-
са О В  по модулю не больше длины этого 
радиуса, т. е. 1.

Таким образом, значения sin  и cos
принадлежат числовому отрезку [–1; 1].

Множество значений функций 
siny  , cosy   [–1; 1].

Выше показано, что значения tg  и ctg
выражаются отношением координат точ-
ки В .

В этих отношениях, если абсцисса точки 
В  равна нулю, то tg  не имеет значения, 
а если ордината точки В  равна нулю, то 
ctg  не имеет значения (потому что зна-
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менатель дроби не может быть равным 
нулю).

Следовательно, значения  , равные  

;
2



3
2


  и т. д., не входят в область опре-

деления tg ; а значения  , равные 0, ;
2  и т. д., не входят в область определе-

ния ctg . 
Объединив эти углы получим, что:

Области определения функций:
— y tg  все значения  , за исклю-

чением 
2

k   (где k  — любое целое 

число); 
— y ctg  все значения  , за исклю-

чением k  (где k  — любое целое чис-
ло).

Вычислите значение дроби 1
n

при n , 
равном: 
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1) 0,1; 0,01; 0, 00001; 0,000000001. Что проис-
ходит со значением дроби с числителем 1 и по-
ложительным знаменателем при его уменьше-
нии до 0?
2) –0,1; –0,01; –0, 00001; –0,000000001. Что 
происходит со значением дроби с числителем 
1 и отрицательным знаменателем при увеличе-
нии знаменателя до 0?  

Поскольку 
sin

,
cos

tg 


  
cos
sin

ctg 


  и 

sin 1,    cos 1  , то с уменьшением 

знаменателя до нуля значение дроби из-
меняется до бесконечности: увеличивает-
ся до  , если знаменатель положитель-
ное число и уменьшается до  , если 
знаменатель отрицательное число.

Множество значений функций 
y tg , y ctg  – ;   .
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Промежутки знакопостоянства 
тригонометрических функций

Из определения sin , cos , ,tg ctg
следует, что знаки («+» и «–») каждой 
тригонометрической функции sin ,y 

cos ,y  ,y tg y ctg  зависят от зна-
ков координат конца подвижного радиу-
са, т. е. от того, в какой координатной чет-
верти лежит этот конец.

Найдите знаки абсциссы и ординаты 
точек: А , В , С , Р , K  единичной окруж-

ности (рис. 34).

x

y

Рис. 34

O

B

A

K

P
C
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Когда точка В  находится на верхней 
полуокружности, ее ордината у  положи-
тельна, а при переходе точки В  на нижнюю 
полуокружность ее ордината у  становит-
ся отрицательной. Поскольку знак синуса 
угла по определению зависит от знака ор-
динаты у , то получим, что в I и II четвер-
ти sin 0,   а в III и IV четверти sin 0,   
(рис. 35). 

Рис. 35

x

y

O

I

IV

II

+

–

+

–

III

0

sin 0,  sin 0, 

sin 0,  sin 0, 



Из определения косинуса получим, что 
знак косинуса угла зависит от знака абс-
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циссы х  точки единичной окружности. 
Когда точка В  находится на правой по-
луокружности, абсцисса х  имеет положи-
тельный знак, а когда точка В  находит-
ся на левой полуокружности, абсцисса х 
имеет отрицательный знак (рис. 36). 

cos 0, 

Рис. 36

cos 0 

cos 0 

x

y

O

I

IV

II

+

–

+

–

III

0

cos 0, 

2


3
2


Таким образом, в I и IV четверти cos 0,   
в III и II четверти cos 0  .
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Поскольку ,
ytg
x

   
xctg
y

  , то знаки 

этих функций положительны в тех коор-
динатных четвертях, когда координаты 
точки В  имеют одинаковые знаки, и отри-
цательны в тех четвертях, когда коорди-
наты точки В  имеют противоположные 
знаки. 

Следовательно, в I и III четверти 0,tg   
0,ctg   во II и IV четверти 0,tg   0ctg   

(рис. 37).

Рис. 37

0ctg 

0ctg 

x

y

O

I

IV

II

–

+

+

–

III

0

0,ctg 

0,ctg 
2


3
2


0,tg 

0,tg 0,tg 

0,tg 
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На рисунке 38 показаны знаки синуса, 
косинуса, тангенса и котангенса угла  .

+

–

+

–
0

2


3
2


sin

–

–

+

+
0

2


3
2


cos

Рис. 38

–

+

+

–
0

2


3
2


tg

–

–

+

+
0

2


3
2


ctg
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В таблице 3 записаны знаки синуса, ко-
синуса, тангенса и котангенса угла  . 

Таблица 3

Четверти I II

Знаки 0
2
 

2
   

sin
cos
tg
ctg

+
+
+
+

+
-
-
-

Четверти III VI

Знаки 3
2
  

3
2

2
   

sin
cos
tg
ctg

-
-
+
+

-
+
-
-
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Периодичность 
тригонометрических функций

Выше рассмотрен случай, когда под-
вижной радиус совершил только один 
полный оборот. Известно, что если под-
вижной радиус и дальше продолжит вра-
щение, то его конец снова займет одно из 
положений, которые имели место от 0 до  
2 . И эти положения не изменяются при 
увеличении числа полных оборотов под-
вижного радиуса.

Если к   прибавить 2  целое число раз, 
то от этого не изменятся значения синуса, 
косинуса, тангенса и котангенса угла  .

На рисунке 39 при повороте радиуса 
О А  и на угол  , и на угол 360  , и на 
угол 2 360    и т. д. получится один и 
тот же радиус О В , поэтому для углов  , 

360 ,    2 360    и т. д. значения сину-
са, косинуса, тангенса и котангенса будут 
одни и те же.
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x
A

y

O

B



360  

2 360   

Рис. 39

Пример: 1. sin45 sin(45 360 )     

sin(45 360 ) sin(45 2 360 )         

sin(45 2 360 ) sin(45 3 360 )           

2
... .

2
 
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Это свойство позволяет cвести нахож-
дение значений синуса, косинуса, танген-
са и котангенса любого угла к нахожде-
нию их значений для неотрицательного 
угла, меньшего 360°.

Пример: 2. Вычислим значение выра-
жения: 1) sin1470 ;  2) cos( 1845 )  .

Решение. Найдем, сколько полных уг-
лов содержит угол: 

1) 1470. Для этого выполним деление: 
1470 : 360 . Получим 4 и в остатке 30. 

Значит, 1470 360 4 30     . 
Тогда

1
sin1470 sin(360 4 30 ) sin30 .

2
        

2) 1845 . Для этого выполним деление: 
1845 : 360 . Получим 5 и в остатке 45°.

Значит, 1845 360 5 45 .       
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cos( 1845 ) cos( 360 5 45 ) cos( 45 )            

2
,

2
  поскольку cos( 45 ) cos45    

(рис. 40).
Ответ: 1) 

1
;

2
 2) 

2
.

2

Рис. 40

x

y

O
A

–45°

45°

Функции, обладающие рассмотренным 
выше свойством, называют периодичес-
кими функциями.
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Функция ( )y f x  называется перио-
дической функцией, если существует 
такое отличное от нуля число T  > 0, что 
для любого x  из области определения 
функции ( )y f x  выполняется равенст-
во: ( ) ( ) ( )f x T f x f x T    . Такое наи-
меньшее число T  называется перио-
дом функции.

Следовательно, функции sin ;y x  
cos ;y x  ;y tgx  y ctgx  являются пе-

риодическими функциями.
Не следует думать, что периодическими 

бывают только тригонометрические функ-
ции. Функция y x    , где x    — целая 

часть числа x  (наибольшее целое число, 
не превосходящее x ), позволяет опреде-
лить функцию  y x , где  x  — дробная 

часть числа x . По определению  
 x x x      (например,  3,7 0,7;  
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 6 0;    4,2 4,2 ( 5) 0,8      ). Дроб-

ная часть числа — функция с периодом 
T  = 1.

y

x4

4

–4

–4

2

2

–2

–2

1

1

–1
–1

О
3

3

–3

–3

Рис. 41
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y

x4–4 2

2

–2 1

1

–1 О 3–3

Рис. 42

Целая часть числа также называется 
Антье от x  и обозначается ( )E x x    . 
График ( )E x x     изображен на рисунке 
41. Дробная часть числа  y x x x     , 
ее график изображен на рисунке 42.

Четность тригонометрических 
функций

В прямоугольной системе координат 
рассмотрим окружность с центром в на-
чале координат и с радиусом О А .

Предположим, что при повороте радиу-
са О А  на угол   он переходит в радиус 
О В , при повороте радиуса О А  на угол  
 , он займет положение 1OB  (рис. 43).
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Если соединить точки В  и 1B , то полу-
чим равнобедренный треугольник 1OBB . 
О Р  является биссектрисой угла 1BOB  
этого треугольника, поэтому точки В  и 1B  
будут симметричны относительно оси Ox .

Рис. 43

x

y

B (x; y)

B1 (x; –y)

O
AP

R


–

Вы знаете

Точки, симметрично расположенные 
относительно оси О х , имеют одинаковые 
абсциссы и противоположные ординаты.
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Если координаты точки В  обозначим 
через х  и у , то координатами точки В 1 бу-
дут х  и –у .

Тогда

sin( ) sin ;
y

R
 
     ( ) ;

ytg tg
x

 
     

cos( ) cos ;
x
R

       ( ) .
xctg ctg
y

    


Получили равенства:

sin( ) sin ;sin( ) sin ;        cos( ) cos ;cos( ) cos ;    

( ) ;( ) ;tg tgtg tg        ( ) .( ) .ctg ctgctg ctg      

Вы знаете

Если для любого x  из области опре-
деления функции, которая симметрична 
относительно начала координат, имеет 
место ( ) ( )f x f x  , то функция называется 
четной; если же имеет место ( ) ( )f x f x   , 
то функция называется нечетной. 
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Из выше полученных равенств можно 
сделать вывод о том, что функции sin ;y x  

;y tgx  y ctgx  являются нечетными 
функциями, а функция cosy x  является 
четной функцией.

Пример: 3. Используя свойства четнос-
ти тригонометрических функций, найдем 
значения выражений: sin( 60 );   cos( 60 );   

( 45 );tg    ( 30 )ctg   . 

Решение. 
3

sin( 60 ) sin60 ;
2

        

1
cos( 60 ) cos60 ;

2
      ( 45 ) 45tg tg       

1;    ( 30 ) 30 3.ctg ctg      

Ответ: 
3

;
2

  
1

;
2

 1;  3.
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1. Существует ли такой угол, для кото-
рого верно равенство: sin 2;   
cos 0,0001;    1000000tg  ?

2. В какой четверти знаки синуса, косинуса, 
тангенса и котангенса одинаковые? 
3. Какова связь между синусами, косинусами, 
тангенсами и котангенсами противоположных 
углов?
4. Может ли синус отрицательного угла быть 
положительным? Приведите пример. 

A

10.1. Какие знаки имеют значения выра-
жений sin ,  cos ,  tg , если: 

1) 67 ;       3) 267 ;    

2) 127 ;       4) 319  ?

10.2. Найдите знак значения выражения:

1) sin79 ;     3) cos145 ;

2) sin187 ;    4) cos235 ;
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5) 123 ;tg          8) sin128 cos224 ; 

6) 247 ;tg          9) sin280 cos254 ; 

7) sin88 cos124 ;       10) sin258 cos184 .

10.3. В какой четверти находится угол  , 
если: 

1) sin 0   и cos 0; 

2) sin 0   и cos 0; 

3) sin 0   и cos 0; 

4) sin 0   и cos 0; 

5) sin 0   и 0;tg 

6) 0tg   и cos 0  ? 

10.4. Найдите знак значения выражения:

1) 
3

sin ;
5


    3) 
13

cos ;
3


2) 
7

sin ;
4


    4) 
31

cos ;
7

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5) 
15

;
4

tg 
    9) cos( 3,5 );

6) 
36

;
11

ctg 
   10) cos( 5,6 );

7) sin2,7 ;    11) ( 4,2 );tg 

8) sin( 1,4 );    12) ( 5,2 )ctg  .

10.5. Сравните значения выражений: 
1) sin0,6 и sin4,8; 
2) sin1,6 и sin5,4; 
3) cos1,96 и cos5,8; 
4) cos1,2 и sin3,8. 

10.6. Запишите в порядке возрастания 
значения выражений:

1) sin ;
3


 
5

sin ;
6


 
4

sin ;
3


2) cos ;
4


 
5

cos ;
6


 cos ;
6
  

 

3) ;
3

tg 
 

5
;

6
tg 

 
5
4

tg 
. 
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10.7. Известно, что функция ( )f x  задана 
на множестве R . При 2x   имеем 
(2 ) (2)f a f   и при 5x   имеем 
(5 ) (5)f a f  . Можно ли утверждать, что 

функция ( )f x  периодическая и имеет 
период T a ?

10.8. Найдите знак значения разности:

1) sin30 2cos( 60 );     

2) 2 225 cos45 ;tg   

3) 3cos270 250 ;ctg  

4) 4sin60 ( 60 )ctg    .

B

10.9. Найдите знак значения числового 
выражения:

1) sin45 cos120 135 ;tg  

2) sin60 cos180 135 ;ctg    
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3) sin215 cos150 255 ;tg    

4) 145 cos220 135tg tg    .

10.10. Докажите неравенство: 

1) 2cos cos  , если 270 360    ;

2) 2cos cos  , если 180 270   ;

3) 2sin sin  , если 90 180   ;

4) 2sin sin  , если 270 360    .

10.11. В какой координатной четверти мо-
жет находиться угол  , если:

1) sin sin ;         5) ;tg tg 

2) sin sin ;         6) ;tg tg 

3) cos cos ;         7) ;ctg ctg 

4) cos cos ;         8) ctg ctg  ?
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10.12. Найдите знак выражения:

1) 1 sin215 cos135 229 ;tg   

2) sin320 cos285 30 2tg    . 

10.13. Известно, что функция ( )y f x  
имеет период 3T  . Найдите период 
функции:

1) ( ) 5;y f x     3) 2 ( );y f x  

2) ( ) 3;y f x     4) ( )y f x  . 

10.14. Найдите углы в параллелограмме, 
если значение косинуса одного из его 
углов равно: 

1) 
3

;
2

  3) –0,5;

2) 
2

;
2

  4) 
3

2
 . 
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10.15. Найдите углы в параллелограмме, 
если значение тангенса одного из его 
углов равно:

1) 
3

;
3

   3) –1;

2) 3;   4) 
3

3
 .

10.16. Найдите углы в равнобокой трапе-
ции, если значение косинуса одного из 
ее углов равно: 

1) 
3

;
2

   3) –0,5;

2) 
2

;
2

   4) 
3

2
 .
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C

10.17. Докажите, что если 0 90   , то 

sin cos 1   .

10.18. Докажите, что для любого угла 
справедливо неравенство:
sin cos 1   .

10.19. Найдите наибольшее и наименьшее 
значения выражения:

1) 1 3sin2 ;x    3) 4 3cos2 ;x  

2) 3 2sin3 ;x    4) 2 0,5cos x .

10.20. Найдите наибольшее и наименьшее 
значения выражения:

1) 21 sin 2 ;x    3) 4 3 cos2 ;x

2) 44 sin 3 ;x    4) 22,4 0,5cos x .
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П

10.21. Постройте график функции и ука-
жите множество ее значений:

1) 
2 4

;
4

xy
x





   3) 
22

;
xy
x



2) 
2 9

;
3

xy
x





   4) 
22( 1)

1
xy
x





.

10.22. Решите систему уравнений:

1) 
2 2

2 2

5,

3;

x y

x y

  


 
  2) 

2 2 18,
9.

x y
xy
  




10.23. Упростите выражение:

1) 
3 3

22 2 2

1
: 1 ;

x a x a a
ax ax a a x

         

2) 
2 2

2 2

4 6 2
1

2 4 4
b a b a ab b

b a b b a
            

.
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10.24. Значение суммы катетов прямо-
угольного треугольника равно 79 см. 
Если длину одного из катетов увеличить 
на 23 см, другой уменьшить на 11 см, то 
полученный прямоугольный и данный 
треугольники будут иметь одинаковые 
длины гипотенуз. Найдите длины кате-
тов данного треугольника.

Подготовьтесь к овладению 
новыми знаниями

10.25. Проверьте тождество:

1) 2 2sin 60 cos 60 45 0;tg     

2) 2 2sin 45 cos 45 45 0.ctg     

10.26. В каких четвертях sin  и cos  при-
нимают значения: 

1) одного знака; 
2) разных знаков?
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ГЛОССАРИЙ

Аналитичес-
кий способ 
задания чис-
ловой после-
довательности

Числовая последователь-
ность задана аналитическим 
способом, если она задана с 
помощью формулы n -го чле-
на (говорят также — общего 
члена).

Арифметичес-
кая прогрес-
сия

Числовая последователь-
ность, каждый член которой, 
начиная со второго, равен 
предыдущему, сложенному с 
постоянным для этой после-
довательности числом d , на-
зывается арифметической 
прогрессией. Число d  назы-
вается разностью арифме-
тической прогрессии.

Бесконечная 
числовая по-
следователь-
ность

Если числовая последова-
тельность (функция) задана 
на множестве всех натураль-
ных чисел, то она называется 
бесконечной числовой по -
следовательностью.
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Б е с к о н е ч н о 
у б ы в а ю щ а я 
геометричес-
кая прогрес-
сия

Геометрическая прогрессия 
со знаменателем |q | < 1 назы-
вается бесконечно убываю-
щей геометрической про -
грессией.

В о з р а с т а ю -
щая последо-
вательность

Последовательность (а n ) на-
зывается возрастающей, если 
каждый ее член а n больше 
предыдущего 1na . 

Геометричес-
кая прогрес-
сия

Числовая последователь-
ность, первый член которой 
отличен от нуля, а каждый 
член, начиная со второго, ра-
вен предшествующему чле-
ну, умноженному на одно и 
то же, неравное нулю число, 
называется геометрической 
прогрессией.

Графический 
способ зада-
ния числовой 
п о с л е д о в а -
тельности

График числовой последо-
вательности состоит из изо-
лированных точек, абсцис-
сы которых — натуральные 
числа, ординаты — члены
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последовательности, соот-
ветствующие своим номерам.

Знаменатель 
геометричес-
кой прогрес-
сии

Число, на которое надо ум-
ножить член геометрической 
прогрессии, чтобы получить 
последующий ее член, назы-
вается знаменателем гео-
метрической прогрессии и 
обозначается буквой q .

Конечная чис-
ловая после-
довательность

Если числовая последова-
тельность (функция) задана 
на множестве первых n  нату-
ральных чисел, то она назы-
вается конечной числовой 
последовательностью.

Косинус угла 


Косинусом угла   называет-
ся отношение абсциссы точки 
В , лежащей на окружности, к 
ее радиусу.

Котангенс угла 


Котангенсом угла   назы-
вается отношение абсциссы 
точки В , лежащей на окруж-
ности, к ее ординате.
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Математичес-
кая индукция

Математическая индукция — 
в математике — один из ме-
тодов доказательства. Ис-
пользуется, чтобы доказать
справедливость некоторого 
утверждения для всех нату-
ральных чисел. 
Если утверждение А  (n ), со-
держащее натуральную пере-
менную, верно при n  = 1, и из 
того, что оно верно при n  = k, 
следует, что оно верно и при 
n  = k  + 1, то оно будет верно 
при всех натуральных значе-
ниях n .

Монотонные 
п о с л е д о в а -
тельности

Возрастающие, убывающие, 
невозрастающие и неубы-
вающие последовательности 
называются монотонными 
последовательностями.

Неубывающая 
п о с л е д о в а -
тельность

Последовательность (а n ) на-
зывается неубывающей, если 
каждый ее член а n больше или 
равен предыдущему — а n  – 1.
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Невозрастаю-
щая последо-
вательность

Последовательность (а n ) на-
зывается невозрастающей, 
если каждый ее член а n мень-
ше или равен предыдущему 
— а n  – 1.

Ограниченная 
п о с л е д о в а -
тельность

Если последовательность ог-
раничена сверху и снизу, то 
последовательность (а n ) на-
зывается ограниченной.

Ограниченная 
сверху после-
довательность

Если существует такое число, 
что каждый член последова-
тельности (а n ) меньше него, 
то последовательность (а n ) 
называется ограниченной 
сверху.

Ограниченная 
снизу после-
довательность

Если существует такое число, 
что каждый член последова-
тельности (а n ) больше него, 
то последовательность (а n ) 
называется ограниченной 
снизу.
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Периодичес-
кая функция

Функция ( )y f x  называет-
ся периодической функ-
цией, если существует такое 
отличное от нуля число T , 
что для любого x  из области 
определения функции ( )y f x  
выполняется равенство: 
( ) ( )f x T f x  . Такое наимень-

шее число называется перио-
дом функции.

П о с т о я н н а я 
( с та ц и о н а р -
ная) последо-
вательность

Последовательность (а n ) на-
зывается постоянной (ста-
ционарной), если каждый ее 
член а n равен предыдущему 
— 1na .

Признак ариф-
м е т и ч е с к о й 
прогрессии

Свойство членов арифмети-
ческой прогрессии, выражен-

ное формулой  
 1 1

2
n n

n

a a
a , 

является признаком ариф-
метической прогрессии.
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Признак гео-
метрической 
прогрессии

Свойство членов геометри-
ческой прогрессии, выражен-
ное формулой   1 1n nb b b , 

является признаком геомет-
рической прогрессии.

Радиан Величина центрального угла, 
опирающегося на дугу, рав-
ной длине радиуса окружнос-
ти, называется 1 радианом.

Рекуррентный 
способ зада-
ния числовой

Рекуррентный способ зада-
ния числовой последователь-
ности заключается в том, что

п о с л е д о в а -
тельности

любой член числовой после 
довательности, начиная с не-
которого члена, выражается 
через предшествующие чле-
ны. При этом задается один
или несколько первых членов 
последовательности и фор-
мула для нахождения членов 
числовой последовательнос-
ти по известным предшест-
вующим членам.
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Синус угла  Синусом угла   называется 
отношение ординаты точки 
В , лежащей на окружности, к 
ее радиусу.

С л о в е с н ы й 
способ зада-
ния числовой 
п о с л е д о в а -
тельности

С помощью этого способа 
закономерность расположе-
ния членов последователь-
ности описывается словами.

Тангенс угла  Тангенсом угла   называет-
ся отношение ординаты точки 
В , лежащей на окружности, к 
ее абсциссе.

Уб ы в а ю щ а я 
п о с л е д о в а -
тельность

Последовательность (а n ) на-
зывается убывающей, если 
каждый ее член а n меньше 
предыдущего а n  – 1.

Формула n -го 
члена ариф-
м е т и ч е с к о й 
прогрессии

Формула    1 ( 1)na a n d  на-
зывается формулой n -го 
члена арифметической 
прогрессии.
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Формула n -го 
члена геомет-
рической про-
грессии

Формула  1
1

n
nb b q  называет-

ся формулой n -го члена гео-
метрической прогрессии.

Формула n -го 
члена число-
вой последо-
вательности

Формула n -го члена (обще-
го члена) — это формула, по 
которой можно найти любой 
член числовой последова-
тельности, зная его номер.

Формула сум-
мы бесконеч-
но убывающей 
геометричес-
кой прогрес-
сии

1
bS

q



 — формула суммы 

бесконечно убывающей гео-
метрической прогрессии, 
знаменатель которой  1q .

Формула сум-
мы первых n 
членов ариф-
м е т и ч е с к о й 
прогрессии


 1 ;

2
n

n

a a
S n  

 
 12 ( 1)

2n

a d n
S n — форму-

ла суммы первых n  членов 
арифметической прогрессии.
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Формула сум-
мы первых n 
членов гео-
метрической 
прогрессии





1(1 )

1

n

n

b q
S

q
 — формула 

суммы первых n  членов гео-
метрической прогрессии.

Ч и с л о в а я 
окружность

Числовой окружностью на-
зывается окружность, на ко-
торой указана начальная 
точка, единичная дуга, поло-
жительное направление.

Члены после-
довательности

Числа, образующие после-
довательность, называются 
членами последователь-
ности.
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ОТВЕТЫ

Упражнения для повторения курса
алгебры для 9 классов

2. 1) 5; 2) –2; 3) 0; 4) –2. 3. 3) 10; 4) 5. 
4. 1) (–∞; –2]   [5; +∞); 4) (–∞; –1]   
  [0,2; 8)   (8; +∞); 5) (–∞; –1)   [5; + ∞); 

7) 3 3 3 3 3 3
2 ; ;

2 2

    
           

 8) (– ∞; –1 –

– 6 ]   [–1 + 6 ; + ∞). 5. 1) (1; 9,3). 6. 1) [–5; 
6]   [10; +∞); 2) (–∞; –11]   [–2; 7]; 3) (–∞; 
–5]   (6; +∞); 4) (–2; 7]; 5) (7; 14]; 6) (–6; –3]; 
7) (1; 2)   (2; 3); 8) (–∞; –3)   (–3; –2)   (–1; 

+∞). 7. 1) (–∞; –3]   [5; +∞). 8. 1) (–∞; 1
3

 )   

  (2,5; +∞); 2) (–9; 3
4

). 9. 1) 1; 2) 3. 10. 1) 8; 

2) 8. 11. 1) –8; 2) –6. 12. 1) –6; 2) 4. 13. 1) (12; 
+∞); 2) (–∞; –4]. 14. 1) 4; 7; 2) –18. 15. 1) (–6; 
–5]   [5; +∞); 2) [–2; 2]; 3) [–1; 4). 16. 1) 3; 2) 
{–3; –2; –1}. 18. (0; –0,4) и (4; 6). 19. 1) (–0,5; 
0,5); (0,5; –0,5); (–2; 1); (2; –1); 3) (–2; –4); (2; 
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4). 20. 2) (0; 1); (3; 1); (1,5; 2,5); (1,5; –0,5); 
4) (1; 2); (2; 1). 

Глава I. Последовательности

1.1. 1) 2; 6; 10; 14; 18; 2) 1; 8; 15; 22; 29; 4) 8; 17; 

26; 35; 44. 1.2. 1) 
1
2

; 2( 2 1); 1,5( 3 1); 
4
3

; 

5( 5 1)
4

; 2) 3 1; 
4( 6 1)

5
; 3; 

8( 12 1)
11

; 

5( 15 1)
7

; 4) 
3
2

; 3( 3 1); 
9( 5 1)

4
; 2( 7 1) ; 

15
4

. 1.3. a 5 = 25, a 9 = 81, a 12 = 144. 1.4. 

1) a n  = 2n ; 2) a n  = 2n  + 7. 1.6. a 6 = 18; a 9 = –108; 
a 14 = 154. 1.7. Возрастающие — 3), 5); убываю-
щие — 1), 2), 6). 1.8. 1) Да, a 10 = 17; 3) да, 
a 8 = –104; 4) да, a 9 = 13. 1.9. Возрастающие — 
1, 3, 5; убывающие — 4, 6. 1.11. 1) Убывающая; 
2) возрастающая; 3) возрастающая; 4) возрас-
тающая. 1.14. 1) 1; 3; 5; 7; 9; 11; 2) 2; 3; 5; 9; 17; 
33. 1.17. 1) –36; 2) –40; 3) 4. 1.18. 1) Наибольший  
c 1 = –1,5; 2) наибольший и наименьший члены 
последовательности указать нельзя; 3) наи-
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больший c 1 = 6; наименьший член последова-
тельности указать нельзя; 4) наименьший 
c 1 = 8; наибольший указать нельзя. 1.19. 
1) a n  = n 3 – 1; 2) a n  = 3n +1 – 1; 3) a n  = 22n –1 – 1; 

4) 
  

1
1 ( 1)n n

a
n

. 1.20. 17; 25; 32; 37; 47. 1.21. 

1)  2; 3 ; 4)  3 . 1.22. 1)   (3; 6); ( 3; 6) . 

1.23. 1) 2; 2) 3; 3) 2; 4) 1. 1.24. 1) 3 а с ; 2) 
4

ac
; 

4) 2

3
2c

. 1.25. 5 км/ч и 4 км/ч. 1.26. 1) –13; –8; 

–3; 2; 7; 2) 11; 16; 21; 26; 31. 1.27. 1) 5; 2) –53; 
3) 7; 4) –11. 2.1. Арифметическая прогрессия – 
1, 4, 5, 7. 2.3. 1) a 7 = 9; 2) a 5 = –2,5; 4) a 9 = 8,76. 
2.5. 1) 18 см; 2) 800 м/мин. 2.9. 1) с 8-го по 12-й; 
2) с 19-го по 38-й. 2.10. 1) 8039; 2) 6058. 
2.11. 1) Является, n  = 21; 2) не является; 
3) является, n  = 65. 2.12. 1) c 1 = –37; d  = 5; 
2) c 1 = –72; d  = 8; 3) c 1 = –21,8; d  = 2,5; 
4) c 1 = 32,2; d  = –1,8. 2.13. 1) 17; 2) 5; 3) 8. 
2.18. 1) 7; 10; 13; 2) 3,75; 9,5; 15,25. 2.19. 1) 3; 
2) 3. 2.22. 1) Да, n  = 37; 2) нет; 3) да, n  = 297. 
2.23. 1) 3—20; 2) 4—14; 3) 4—7; 4) 8—11. 
2.25. 21. 2.26. 1)     ( ; 3) (3; ); 
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3)       ( ; 2 1; 3) (3; ). 2.27. 1)   ( ; 1)  

  4 . 2.28. 1)   3 2 ; 2)  4, 8 . 2.29. 1) Да, 

38; 2) нет, –375; 3) нет, 624; 4) да, 16. 2.30. 0. 3.1. 
1) 12 870; 2) –4059; 3) 16 137; 4) 99. 3.2. 1) 44 и 
343; 2) 173 и 2220; 3) 193 и 2208; 
4) 136,7 и 1229,3. 3.3. 1) n = 9 и S 9= 135; 
2) n  = 11 и S 11= 484; 3) n  = 21 и S 21= 264,6; 
4) n  = 10 и S 10 = –190. 3.4. 1) 12 или 14; 2) 12; 
3) 17; 4) 11. 3.5. 1) 5; 2) –2; 4) –4. 3.7. 1) 0,5; 4) 0,7. 
3.8. 1) 670; 3) –168; 4) –1209,3. 3.9. 1) n (n  + 1); 

3) 
3 ( 1)

2
n n

; 4) 
5 ( 1)

2
n n

. 3.10. 1) n =7. 3.11. 

1) –950; 2) –1143; 4) 392. 3.12. 1) a 1 = 8, n  = 18; 
3) a 1 = 5, n  = 26; 4) a 1 = 10, n  = 5. 3.13. 

1) a n  = 5n  + 3, (5 11)
2n
nS n   ; 3) a n  = 18 – 2n , 

  (17 )nS n n . 3.14. 1) 10; 2) 12. 3.15. 1) 5; 18. 

3.16. 1) 1665; 2) 728. 3.18. 1) 61 376; 2) 37 674. 
3.19. 1) 99 090; 2) 19 746. 3.20. 657. 3.21. 

1) –35,1; 2) 42,9. 3.22. 1) 
23
3

, 
253

3
; 2) 21, 399. 

3.23. 407,5. 3.24. 1) 45,1 м; 2) 127,5 м; 3) 64,7 м; 
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4) 247,1 м. 3.26. 1)  1 ; 2) 
  
 

1
; 2

3
. 3.28. 

1)   ( 2; 4), (4; 8) ; 2)   ( 3; 1), (3; 1) . 3.29. 

11 см и 8 см. 3.31. 1) 0,5; 2) 0,5; 3) 
1

32
; 

4) –1024. 4.5. 4)  1 2 . 4.7. 216. 4.8. 9 3 . 4.9. 

–2; –4; –8; 16; –32. 4.10. 3 ; 3; 3 3 ; 9; 9 3  или 

3 ; –3; 3 3 ; –9; 9 3 . 4.12. a) 4. 4.13. 1) 
1 5
2

; 

2) 
1 5
2

. 4.14. a) 2

1
27

b ,  3

1
,

3
b   5 27,b  

6 243;b  б) 1 0,072a , 3 7,2,a  4 72,a  

6 7200a . 4.15. 16; 
1
2

 или 2; –3. 4.16. 

1) n  = 4; 2) нет; 3) n  = 6; 4) нет. 4.17. 1) n  = 13; 
2) n  = 9. 4.18. 1) 45 и 135; 2) 18, 9 и 4,5. 
4.19. 1) 121 тыс. тг; 2) 251 942,4 тг. 4.20. 1) Во 
втором банке больше примерно на 341 тг; 
2) 266 200 тг. 4.21. 3, 9, 27, 81. 4.22. 1) 39; 
2) 4,8 . 4.23. 1) 2, 8, 32 или 32, 8, 2; 2) 1, 4, 16 
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или 16, 4, 1. 4.24. 1, 3, 9 или 9, 3, 1. 4.25. 0,2; 1; 

5; 25. 4.26. 3; 7; 1. 4.27. 1; 3±2 2 . 4.28. 32; 16; 8; 

0 или 2; 6; 18; 30. 4.29. 1) 1; 2) 2 2 . 4.30. 
1) 21 576; 2) 16 665. 4.31. 1) 0,25; 2) –1,75. 4.33. 
1) 1; 2) 0; 3) –17; 4) 6. 4.34. 1) b 3 = 4; 2) b 6 = –0,5; 

3) b 7 = 0,25; 4) 10

1
32

b . 4.35. 22. 5.1. 1) n  = 10, 

S 10 = 1023; 2) n  = 5, S 5 =155; 3) n  = 5, S 5 = 363. 
5.3. 3) q  = 2, n  = 6; 4) q  = 3, n  = 5. 5.5. 3) n = 4, 

 
3

40nb ; 4) n = 3, b n  = –1,17. 5.6. 3) b 1 = 3, 


45
8nS ; 4) 1

1
9

b , 
65
72nS . 5.7. 1) b 1 = 1, 

b n = 1024; 2) b 1 = 81, b n  = 1. 5.8. 1) b 1 = 48, 
n  = 5; 3) b 1 = 0,125, n  = 6; 4) b 1 = 81, n  = 6. 5.9. 
1) 129 : 1; 2) 512 : 513. 5.10. 1) 242 000 тг; 
2) 18 818 тг. 5.11. 1) 890; 2) 4953. 5.12. 1) 192; 
2) 468. 5.15. 1) 2; 2) 4. 5.16. 188 238 тг. 5.17. 
1) b 1 = 1 и S 5 = 121; 2) b 1 = 2 и S 5 = 682. 5.18. 
1)  10n ; 2)  11n . 5.19. 6,2. 5.20. 10. 5.21. –9. 
5.22. 1) 2; 254. 5.23. 30. 5.24. – 54; 18; –6; 
2 или 2, –6; 18; –54. 5.25. –1. 5.26. 1) (–4; 11); 
2) ( ; 2) (18; )     . 5.27. 1)  (2; ); 
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2)  
9

( ; 1 )
16

. 5.28. 1) 16 900; 2) 10 100. 

5.30. 7,5; 10; 12,5; 15; 17,5; 20; 22,5. 5.31. 1) 
11 2047S ; 2) 5 121S . 5.32. 1) q  = –2; 

2)  
1
3

q . 6.1. 1) 1,5; 2) 
125

4
; 3) 7,2. 6.2. 1) 

70
3

; 

2) 
64
3

. 6.3. 1) 
4
7

; 2) 
16
3

; 3) 
1000

11
. 6.5. 1) 1,5; 

2)  1,5 ( 3 1); 3) 2 2 2; 4) 0,3; 5) 
9 3

4
; 

6) 
5( 5 1)

4
. 6.7. 1) 40,5; 2) 781,25. 6.8. 6; 3; 

1,5; … 6.12. 
16
3

. 6.13. 1) 
2
7

; 2) 0,2. 6.14. 0,125. 

6.15. 32(2 2)  см; 128 см2. 6.16. 48 см; 
64 3

3
 

см2. 6.17. 0,5. 6.18. 
4
9

. 6.19. 1) 


2

21
c

q
; 

2) 



2 2

4

(1 )
1

c q
q

. 6.20. 
 1 5

2
. 6.21. 1; 

1
4

; 
1

16
; … . 
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6.22. 3,5. 6.23. b 1 = 12, q  = 0,5. 6.24. 
b 1 = 2, q  = 0,75. 6.25. 1) –9; 16; 2) –4; 6. 6.28. 

180°. 6.29. 2100. 6.32. 
5
11

. 7.6. 1)  2 ( 1)n n ; 

2)   2( 1)n n . 7.8. 1) 
2 1

n
n

; 2) 
3 1

n
n 

. 7.20. 

62 500 тг. 7.21. 63. 7.22. 60. 7.23. 2; 14; 98. 

7.24. 1) 
1 5

1;0,
2

    
  

; 2)   2,5; 2; 0,5; 1 . 

7.25. 1) ( ; 1) ( 1; 1 (2,5; 3      ; 2)  ( ; 0)  

 
1

(0; 2 (2 ; 3)
3

.

Глава ІI. Тригонометрия

8.6. 1) IV четверть; 2) I четверть; 3) III четверть; 
4) II четверть. 8.7. 1) 0,2 ; 0,8 ; 0,2 ; 0,8 ; 

2) 0,7 ; 0,3 ; 0,7 ; 0,3 . 8.8. 1) 

6

; 
5
6

; 
5
6

; 


6

; 2) 
2
3

; 

3

; 

3

; 
2
3

. 8.10. 1) 
   2 1
2

; 
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2)     0,3 2 7; 4)      0,3 2 ( 10) . 

8.11. 1) IV четверть; 2) I четверть; 3) II четверть; 

4) I четверть. 8.14. 1) 

3

; 
2
3

; 
2
3

; 

3

; 2) 
7

18
; 

11
18

; 
11

18
; 

7
18

. 8.15. 1) Да; 2) нет, не всегда; 

3) да; 4) нет, не всегда. 8.16. 219 оборотов. 
8.17. 1) 1080° или 6  рад; 4) 8640° или 48  

рад. 8.20. 1) 
 

   
3 33 3 33

( ; ] [ ; )
2 2

; 

4) [–1,5; 2]. 8.23. 1) 3 3; 2) –2; 3) 2 3 ; 

4) 2 3 . 9.4. 1) 1 2 ; 2) 
3 3 2

2
; 3) –2,5; 

4) 
3 2 4 3
6

. 9.5. 1) 3 3 ; 3) 1,5 2 ; 4) –3. 9.6. 

1)  1 180a ;  2 360a ;  3 720a ; 2)  1 30a ; 

 2 150a ;  3 390a ; 5)  1 90a ;   2 90a ; 

 3 450a . 9.8. 1) 
3

5
2

; 2) –1; 3) 0. 9.9. 1) 
 
2

; 
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 
3
2

;   ; 2) 
 
2

; 
 
2

; 
 

3
2

. 

9.10. 2) 0. 9.11. 1) 2. 9.12. 1) 0,75; 3) 
2 2 6
4

. 

9.14. 1) sin60° + sin30°; 2) cos30°+ cos60°. 
9.15. 1) sin60° – sin45°; 2) cos30° + cos45°. 
9.16. 1) tg30° – tg45°; 2) ctg60° – ctg45°. 

9.17. 2) 
3 1

2
; 3) 

3 1
2


; 4) 2 . 9.18. 1)  (2 3); 

2) –14; 3) –1; 4) 
3

2
. 9.19. 1)  ; 3 ; 4 ; 2) 


2

; 
3
2

; 

3) 
3
4

; 
11

4
. 9.20. Является. 9.23. 1) 

3
3

2
; 

2) 2 3 . 9.24. 1) 2; 2) 
1 2 2

2
. 9.25. 1) Нет, не 

всегда; 2)   150 ;   390 ; 3)    ( 1)n  

    30 180 ,n   n . 9.26. 1) Нет, не всегда; 

2)    45 ;   315 ; 3)       45 360 ,n  
 n . 9.27. 1) Нет; 2) нет; 3) нет; 4) да. 9.29. 

1) III четверть; 2) II четверть. 9.30. 1) Да; 2) да; 
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3) нет; 4) да. 9.32. 1)  1 2

5
3

x x ;   1 2 9x x ; 

2)  1 2 1,4x x ;   1 2

6
25

x x . 9.33. 1) 0; 2) 4; 

3) 0. 9.35. 1) 2; 3; 2) 4; 5; 6;… . 9.37. Отец — 

10 ч, сын — 15 ч. 9.38. 1) [ 3; )   ; 2) ( ; 4]; 

3)   [ 1; ); 4) ( ; 2) . 10.3. 1) II четверть; 2) III 

четверть; 3) IV четверть; 5) III четверть; 6) III чет-
верть. 10.4. 1) +; 2) –; 6) +; 8) +; 9) 0; 10) +; 12) –. 
10.7. Нельзя. 10.8. 1) –; 2) +; 3) –; 4) +. 10.9. 1) +; 
2) +; 3) +; 4) –. 10.11. 1) I и II четверть; 2) III и IV 
четверти; 4) II и III четверти; 6) II и IV четверти; 
8) II и IV четверти. 10.12. 1) +; 2) –. 10.13. 
1) – 4) Т  = 3. 10.14. 1) 30°; 150°; 30°; 150°; 3) 60°; 
120°; 60°; 120°. 10.15. 3) 45°; 135°; 45°; 135°; 
4) 30°; 150°; 30°; 150°. 10.16. 3) 60°; 120°; 120°; 
60°; 4) 30°; 150°; 150°; 30°. 10.19. 1) 4 и –2; 2) 5 и 
1; 3) 7 и 1. 10.20. 1) 2 и 1; 2) 4 и 3; 3) 4 и 1; 4) 2,4 
и 1,9. 10.22. 1)  ( 2; 1); 2) (3; 3); (–3; –3). 10.23. 

1) а; 2) 



5 2
8 2
b a
b a

. 10.24. 16 см и 63 см. 10.26. 

1) в I и III четвертях; 2) в II и IV четвертях.
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